stichting
mathematisch
centrum MC

AFDELING ZUIVERE WISKUNDE ZC 73/70 JUNI

J. AARTS
CURSUS TOPOLOGIE 1969-1970
-

¥y & &
g’i %‘O"ﬁi%
ow T8

2e boerhaavestraat 49 amsterdam

BIBLIOTHEER  MATHEMATISCH  CEMTRUM
AMSTERDA#



Printed at the Mathematical Centre, 49, Ze Boethaavestraat, Amsterdam.

The Mathematical Centre, founded the 11-th of Febauary 1946, is a non-
progit institution aiming at the promotion of pure mathematics and its
applications. 1t is sponsored by the Netherlands Government through the
Netherlands Onganization for the Advancement of Pure Research (Z.W.0),
by the Municipalily of Amsterdam, by the University of Amsterdam, by
the Free University at Amsterndam, and by industries.



Hoofdstuk 1.

Hoofdstuk II.

Hoofdstuk IIT.

Hoofdstuk IV.

INHOUD

Begrippen uit de verzamelingenleer

§1.
§2.

§3.
§h,

§5.

Verzamelingen

Afbeeldingen

Relaties

Rekenen met kardinaalgetallen

Het keuzesgxioms

Topologische ruimten

§1.
§2.

§3.
§h.

Definities

Gesloten verzameling, afsluiting

en inwendige
Relatieve topologie

Continue afbeeldingen

Topologische invarianten

51,
§2

53.
sh,

Het

§1.
§2.
§3.
5k,
85.
§6.

Semenhang
Scheidingsaxioma's
Compactheid

De eenpuntscompactificatie

construeren van nieuwe ruimten

Het lemma van Urysohn
Quotientruimten
Oppervlakken
Topologische producten
Stelling van Tychonof

Inbeddingen in hyperkubussen

blz.
1 - 21

1 3

hy - 6
7 - 12
13 - 18
19 -~ 21
22 - Lo
22 -~ 28
29 - 34
35 36
37 - 4o
b1 - 58
k1 —~ Lk
45 -~ 48
ko - 55
56 - 58
59 - 85
59 - 62
63 - 66
67 ~ 69
70 - 76
77 - 81
82 - 85



&



Hoofdstuk 1. Begrippen uit' de verzamelingenleer.

§1. Verzamelingen

In dit hoofdstuk zullen enkele begrippen en stellingen uit de ver-
zamelingenleer worden behandeld.
' Bij een .axiomatische opbouw van de verzamelingenleer worden de

begrippen verzameling en' element zijn van (of behoren tot) een ver-

zameling als grondbegrippen aangenomen.
"x is element van de verzameling A" wordt genoteerd als: x€ A.
"x is niet een element van de verzameling A" noteren we als: x & A.

Synoniemen voor verzameling zijn klasse, familie, stelsel en

collectie. Zijn de elementen van een verzameling A zelf weer verzamel-
ingen dan spreken we bij voorkeur over de familie A (of het stelsel A)
van verzamelingen. Hiermee worden verwarrende herhalingen van het woord
verzameling vermeden.

In de verzamelingenleer worden met behulp van axioma's de eigen-
schappen van de grondbegrippen vastgelegd. Bovendien zijn er axioma's
die het bestaan van zekere verzamelingen vastleggen en de "constructie"
van "nieuwe" verzamelingen uit "oude" verzamelingen mogelijk maken.

Het is niet de bedoeling hier op een axiomatische opbouw van de ver-
zamelingenleer in te gaan. We noemen slechts enkele van de gebruikelijke
axioma's.

1. Axioma van uitgebreidheid. Twee verzamelingen zijn dan en slechts

dan gelijk indien zij dezelfde elementen hebben. In formule:
A =3B <>{(Vx){xehA<>xeB}}.

Een verzameling is dus geheel bepaald door zijn elementen.

2. Axioma van de lege verzameling. Er bestaat een verzameling waartoe

geen elementen behoren. Op grond van het axioma van uitgebreidheid is
er dan precies &&n zo'n Verzameling. Deze verzameling heet de lege
verzameling en wordt met het symbool ¢ aangeduid.

3. Keuzeaxioma. Dit wordt in §5 behandeld.




We spreken nu enkele notaties af. Kleine letters(behalve f, g en
h) duiden elementen van een verzameling aan. Hoofdletters .worden gebruikt
om verzamelingen te noteren. Schrijfletters geven families of collecties
aan. Bv. x¢ A, BgYC.

Verzamelingen worden vaak gevormd met behulp van een zogenaamde
definierende eigenschap. {x ] eigenschap E betreffende x} is de ver-
zameling van alle x die de eigenschap E hebben. De volgende definities

kunnen dit illustreren.

ANB = {x | x€ A en xg B}, de doorsnede van A en B,
AUB = {x | xe A of xg B}, de vereniging van A en B.
ANB = {x | x€ A en x B}, het complement van B in A.

Verder spreken we af.
A en B heten disjunct als ANB = ¢.
A is bevat in (deel van; deelverzameling van) B - notatie ACB - als

ieder element van A tot B behoort. In formule: ACB &> (Wx){xe A =px &B}.

ADB - A omvat B - is gelijkwaardig met BCA. Blijkbaar geldt:
A = B4y {ACB en BE€A} en (WX) {¢CX}.

Familie's en collectie's van verzamelingen worden vaak genoteerd
met behulp van een indexverzameling. Indexverzamelingen worden aange-
geven met Griekse hoofdletters en de elementen van een indexverzameling
- de indices - met de corresponderende kleine Griekse letter - even-
tueel met boven- of benedenindex. Zo geven we net € = {AG I §e A} aan

dat er bij ieder element 6@ A een verzameling A_ is gegeven en dat €

S

juist de verzameling is van al deze AG'S'

Ay &= {AG | €A}, Dan is per definitie:
U - U {AG | sea} ={x| (3 GeA)(xeAé)} - de vereniging van de A 's
QO

of de vereniging van de familie & .
Der =N {Aé | 6¢ 8} = {x | (¥ se1)(xe AG)} - de doorsnede van de AS-'—S

of de doorsnede van de familie ﬁ’




Het bewijs van de volgende stellingen wordt aan de lezer overgelaten.

Stelling 1. Zijn A, B, C en D verzamelingen, dan is

1. DN{(D\A) = DO A.

2. ANB = BNA en AUB = BUA (commutatieve wetten).
3. A(\(Bf\C)’= (AONB)OC en AU(BUC) = (AUB)UC (associatieve wetten).
L, A(’\(BUC) = (AﬂB)U(AnC> en AU(B(\C) = (AyB)N (AJC)

(distributieve wetten).
5. DV(AUB) = (DVA)OV(DAB) en DN(AQB) = (D\A) U (D\B) (wetten van
De Morgan).

Stelling 2. Zij K= {AY [ vy& '} een geindiceerde collectie deelver-
zamelingen van een verzameling X. Dan is:

1. x\\J {AY | vyer? =ﬂ{X\AY | vyer}.

2. x\ A | yerr =U A | yer}.




§2. Afbeeldingen

Definitie 1. Als Ai’ i=1, ..., n, verzamelingen zijn, dan heet de
verzameling C van alle geordende n-tallen (&, ,...,a ) met
1 n’-

aie'Ai’ i=1, ..., n, het Cartesisch produkt van de Ai'

n
Notatie C = A x ... x A = 1 A..
1 n 1=1 1
In formule:
Ay x ... xA = {(aj,...,an) | a;e A;,i=1,...,0}.
Verder is A" = A, x ... x A met A, = A, i=1, ..., n.
1 n 1

Definitie 2. Als A en B verzamelingen zijn, dan is een afbeelding of
functie f van A in B - notatie f: A > B - een deelverzameling van het

Cartesisch product A x B met de volgende eigenschap:
Voor alle a€ A is er &én en slechts één be B met (a,b)e f.
In plaats van (a,b)e f schrijven we b = f(a); b heet de waarde van f

in a of het beeld van a onder f. A heet de bron van de afbeelding en

B heet het functiewasardengebied. In plaats van f: A - B schrijven we

ook A 5 B. b = f(a) geven we soms aan met: avs b. (Let op het verschil
tussen A £ B en av£ b. Het eerste symbool geeft een afbeelding f van
A in B aan, terwijl het tweede symbool aangeeft dat het paar (a,b) tot
f behoort.)

Definitie 3. Als f: A~ B en g: B » C dan heet g<f: A ~ C, gedefinieerd
door av—i; f(a)v—a g(f(a)) voor alle ag A, de samenstelling of compositie

van f en g.

Definitie 4. Zij f: A > B en CCA en DCB. Dan heet:
£(c) = {x |(Q aeC)(x=f(a))} het beeld van C onder f, en
f_1(D) = {x | x€ A en f(x) @D} het volledig origineel van D onder f.




Ga

de volgende stelling zelf na.

Stelling 1. 2ij f: A > B en {XY ] vyeTl} resp.{Y(S | §€ A} een collectie

deelverzamelingen van A resp. B. Dan is:

1.

In

f’V\HY6|aeA})=Uu’WY9 | 6e A}
f”(n{yaj GeA})=ﬁ{f-uY8)l s€ A}
f(U{xY | yer}) =U{f(XY) | yer}
£Nx | yerd) cOex) | yer}

L. kan het inclusieteken € in het algemeen niet vervangen worden

door het gelijkteken, zoals het volgende plaatje suggereert:

Definitie 5. Zij f: A > B en DC A. De afbeelding g: D + B gedefinieerd

door g = £fID x B heet de beperking of restrictie van f tot D en de

afbeelding f heet een voorstelling van g. Notatie g = f ] D.

//f
Ga na dat £ | D een afbeelding is
Z// (aan definitie 2 voldoet). Zoals
/\\\\,/~\\~// nevenstaand plaatje aangeeft kunnen
7 verschillende functies (f en h) de-
N\\\ zelfde restrictie (g) geven.
S ——a \\\~h
]

A
Definitie 6. Een afbeelding f: A -+ B heet

1.

2.

3.

injectief als er bij iedere bg B ten hoogste één ag A is met b = f(a)
2_)=>a1=a2}).
surjectief als er bij iedere bg B ten minste een a €A bestaat met

b = f(a) (Equivalente formulering: f(A) = B).

(Equivalente formulering: (‘v’a1 € A) (Vaee A){f(a1 )=f(a

bijectief als f injectief en surjectief is.




'Eénéénduidig is synoniem voor injectief. Een surjectieve afbeelding

heet ook een op-afbeelding.

Stelling 2 en definitie 7. Als f: A + B is, dan heeft f een inverse

d.w.z. er is een afbeelding g: B » A - de inverse van f - 23 dat

(YveB) (feg(b) = b} en (WaeAh) {gof(a) = a},

Bewijs: Definieer: g(b) = agdb = £(a)
Ga na dat g door deze definitie eenduidig bepaald is en dat g een af-

beelding is.

Indien een afbeelding f een inverse heeft, dan wordt deze vaak ge-

noteerd met f-1.
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§3. Relaties. Het begrip kardinaalgetal.

In deze paragraaf worden de begrippen equivalentierelatie en kardinaal=-

getal ingevoerd.

Definitie 1. Een (binaire) relatie R in een verzameling A is een deel-

verzameling van A x A, N 7
‘ 7 A
Voorbeeld. Laat A de verzameling /

van de reéle ygeta.llen zijn. De

gelijkheidsrelatie is de diagonaal —————

A = {(x,x) | x€A}. De relatie e

X < y is het gearceerde gebied.

Definitie 2. Een relatie R in een verzameling A heet een equivalentie-
relatie als voor alle a, b en ¢ uit A geldt:

1. (a,a)eR (R is reflexief).

2. (a,bp)eR= (b,a)e€R (R is symmetrisch).

3. ((a,b)€R en (b,c)€R)= (a,c)€R (R is transitierf).

/ S Q /
z, ¢ ‘
/

, P&
e /
R is reflexief; R is symmetrisch R is transitief.
Diagonaal ACR. (t.o.v. 4). Als P en QER dan
S&R.

Als R een equivalentierelatie is in een verzameling A en (a,b)ER, dan

heten a en b (R-)equivalent.

{x | (a,x)€R} heet de (B<)equivalentieklasse van a. a heet representant

van de zo bepaalde klasse.

£



Stelling 1. Als R een equivalentierelatie is in A en als P en Q equi=-
valentieklassen zijn, dan geldt P = Q of PNQ = @,

Bewijs. Stel PNQ # @. We bewijzen P = Q.

stel P = {x | (x,p)eR}, Q@ = {x | (x,0)€ R} en r&PNQ. Dan is (r,p)ER
in (r,q)e R. Op grond van de transitieviteit is (p,q)€R.

Als nu z€P, dan is (z,p)€R. Uit de transitiviteit van R en uit
(p,9)ER volgt (z,9)€R. Dus z€Q en PCQ. Omdat R symmetrisch is, geldt
ook (g,p)éfR. Geheel analoog kan worden aangetoond dat dan Q €P. Dus

Q= P.

Bekende voorbeelden van equivalentierelaties zijn hieronder vermeld.
. Congruentie~relatie in vlakke meetkunde en stereometrie.

. Gelijkvormigheids=relatie in de meetkunde.

fw o |

. Laat A de verzameling van rechte lijnen in de ruimte zijn. Voor 1 en
m&A definidren we: (1,m)eR als 1 evenwijdig is met m of als 1 samen-
valt met m. De R-equivalentieklassen worden richtingen genoemd.

4, Z is de verzameling van de gehele getallen en n een vast gekozen

natuurlijk getal.

Definieer de relatie R in Z als volgt:

(l,m)€R als 1 ~ m is een n=-voud. De R-equivalentieklassen worden

restklassen modulo n genoemd.

Een belangrijke toepassing van het begrip equivalentierelatie is de
definitie van kardinaalgetal.

We zullen van nu af aan alle te beschouwen verzamelingen gekozen denken
uit een "voldoend grote" familie U, We doen dit om moeilijkheden ver=
oorzaakt door het feit, dat de "verzameling van alle verzamelingen" een

paradoxale uitdrukking is, te vermijden.



Definitie 3. De niet lege verzamelingen A en B heten gelijkmachtig als

er een bijectieve afbeelding f: A > B bestaat.

"A en B zijn gelijkmachtig" noteren we met A~ B.

Stelling 2. "Gelijkmachtig zijn" is een equivalentierelatie in de
femilie 27
Precies gezegd: Zij (A,B)eR dan en slechts dan als An/B. Dan is R een

equivalentierelatie in U.

Bewijs. Ga na.

Definitie 4. Zij R de equivalentierelatie "gelijkmachtig zijn" in U.
De R-equivalentieklasse van A heet het kardinaalgetal van A of de machtig-

heid van A.

Notatie: ]Al

| {0,15...,0=1}] = n, voor ieder geheel getal > 1.

De kardinaalgetallen 1,2,3,... heten. eindige kardinaalgetallen. De niet

eindige kardinaalgetallen heten oneindig. Het kardinaslgetal van de ver-
zameling van de natuurlijke getallen - {]0,1,2,3,...}] = heet }{0 (spr.

uit: aleph nul). Het kardinaalgetal van de verzameling van de redle ge=

tallen heet f{.

Een verzameling heet eindig als zijn kardinaslgetal eindig is. Een ver-
zameling heet aftelbaar indien zijn kardinsalgetal eindig is of gelijk

aan }(0' Een niet aftelbare verzameling heet overaftelbaar. Een niet

eindige verzameling heet oneindig.

Schemna:

eindig oneindi

« aftelbaar overaftelbaar
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Stelling 3: (Zie §4, Voorbeeld 3) %{O #.}{

We behandelen nu enige stellingern over aftelbare verzamelingen.

Stelling 4. Een niet lege deelverzameling van een aftelbare verzameling

is aftelbaar.

Bewijs. Zij § # BCA en A aftelbaar.

We mogen aannemen dat B en dus ook A oneindig is. (Het geval "B eindig"
is triviaal).

Laat N = {0,1,2,...} de verzameling van natuurlijke getallen zijn.

8] =5,

Om een bijectie g: N - B te krijgen maken we gebruik van de volgende

. Er is dus een bijectieve afbeelding f: A ~ N,

eigenschap van N: ledere niet lege deelverzameling L van N heeft een
kleinste element (Deze eigenschap kan met volledige inductie bewezen
worden). Het kleinste element van L duiden we aan met min L.
Definitie van g:

g(0) = f—1(min £(B)).

Stel g(0),...,g(n=1) reeds gedefinieerd (n = 1).

g(n) = £ '(min £(B\{g(0),...,g(n=1)})).

De elementen van B zijn met O aangegeven. De actie van g wordt gesug-

gereerd door onderbroken pijlen.

Stelling 5. De vereniging van een aftelbare familie van paarsgewijs dis-

Juncte aftelbare verzamelingen is aftelbaar.

Bewijs. We bewijzen eerst: |N x N| = |N

°
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Z1j ¢: N> N x N gedefinieerd door

d(k,1) = (1+2+,. . +(k+1)) + 1

X X

(1,3) (1,4) (1,5)

Ga na dat ¢ een bijectie is.

N x N wordt afgeteld volgens de
pijlen.

Laat nu A = N of A = {0,1,...,n} voor zekere n. Zij voor iedere i A
een aftelbare verzameling Xi gegeven. Xi noteren we als volgt:

X, = {ai1’°'°’ain} als X. eindig is en }Xi] = n;

1

X, = {ai1’ai2’ai3"'°} als Xi aftelbaar oneindig is (aik # 8. als k # 1).
¢: U{Xi | i€eA} + N x N, gedefinieerd door ¢(aik) = (i,k), is een in-

jectie. De stelling volgt nu uit Stelling 4 en N x N ~ N..

Aangaande bovenstaand bewijs merken we op dat uit de aanname dat de
verzamelingen Xi paarsgewijs disjunct zijn, volgt dat ¢ een afbeelding is.
Is {Xi | i€ N} een aftelbare familie van aftelbare verzamelingen en

definiéren we X! = XN (X U...UX. .) voor i > 1 en X! = X_. dan is
i 1 0 i=1 0

e 09
{Xi ] ie N} een aftelbare familie van paarsgewijs disjuncte aftelbare

verzamelingen. Uit Stelling 5 volgt dus:

Gevolg 1. De vereniging van een aftelbare familie van aftelbare ver-

zamelingen is aftelbaar.

Als A en B verzamelingen zijn, dan is A x B = U {{(a,b)|b€B}|acAl.
Derhalve geldt:

Gevolg 2. Het Cartesisch product van twee aftelbare verzamelingen is
aftelbaar.

Hieruit volgt met volledige inductie:

Gevolg 3. Het Cartesisch product van eindig veel aftelbare verzamelingen

1s aftelbaar.

Gevolg L., Zij gegeven een aftelbaar oneindige verzameling A. Laat ﬁr'de
familie van alle eindige deelverzamelingen van A zijn. Dan is F aftel=
baar oneindig.

Fi2
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Bewijs. Zij FeF en |F| =n: F = {31,...,an} met a. €A,

Laat ¢ gedefinieerd worden door

{a1,,,,,an}’*—+ (a1,.,.,an)°

¢ voegt aan de verzameling {a1,...,an} een geordend n-tal (a1,...,an)
toe (Dit ordenen van een verzameling van n elementen kan op n! manieren.
Onder de afbeelding ¢ wordt er &&n bepaalde ordening gekozen. ).

Ga na dat ¢: F > U {a® | n=1,2,...} een injectie is. Pas nu Gevolg 3,

Gevolg 1 en Stelling 4 toe.

Opmerking. De familie van alle deelverzamelingen van een aftelbare on-

eindige verzameling is niet aftelbaar, maar heeft de machtigheid }{.
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§ 4., Rekenen met kardinaalgetallen.

In deze paragraaf zullen we oneindige kardinaalgetallen sanduiden met
kleine onderstreepte letters a, ¢, m, n, g ... . Hierbij is a = HFO en
c = K. voor eindige kardinaalgetallen gebruiken we de notatie uit §k.

Definitie 1. Laat P en Q disjuncte niet lege verzamelingen zijn en zij

|p| = pen |Q| = g. Dan is p+g=|PUq|.

Deze definitie is geoorloofd: p + g is onafhankelijk van de keuze van

de representanten P resp. Q van p resp. g. Inderdaad, als f: P ~ P' en

g: Q> Q' bijecties zijn en PNQ = ¢:en P'0V:Q" = @, dan is h: PUQ » P'UQ'
gedefinieerd door h|P = £ en h|Q = g een bijectie.

Dus als |P| = |P'| en |Q] = |Q'| en PNQ = ¢ en P'N Q' = $, dan is

|PUQ| = [prVa'],

Een soortgelijke opmerking geldt voor de definities 2, 3 en 5 in deze

paragraaf,

Ga de volgende stelling zelf na.
Stelling 1. Voor alle p, g en r geldt
(1) p+g=g + p.

(2) (p+g)+x=p+(qg+r).

Definitie 2. Laat |P| = pen |Q] = g. (P en Q zijn niet leeg!). Dan is
pxg=[Pxal.

Ga de volgende stelling zelf na.
Stelling 2. Voor alle p, g en r geldt:
(1) pxa=gxp

(2) (p*g) xzx=px(gxzx).

(3) px(ag+xr)=pxg+pxz.

Uit de resultaten van §h volgt:
a=a+l=gag+n=a2a+as
en ,

a=ax2=axn=

o
X
e



1k

' Hieruit volgt dat de operaties aftrekking en deling niet gedefinieerd

kunnen worden voor kardinaalgetallen.

Definitie 3. Laat P en Q niet lege verzamelingen zijn.

p% = {r | £: @ > P}.
Q

7zij |P| = P en lq| = g. Dan is 99 = IP

Stelling 3. Voor alle p, g en r geldt:
(1) 2% x f = 0T
(2) (MF = prE

Bewijs. We bewijzen (2). Ga (1) daarna zelf na.
21 lP = P, |Q| =g en |R| = r,
(22E = [(2F] en p¥E = [p¥F|.

We construeren een bijectie ¢: (PQ)R > PV g1g volgt:

f: R - PQ*vg+ o(f): @ x R ~ P,

Hierin is ¢(f) als volgt gedefinieerd:

(%) o(£)((qg,r)) = £(r)(q) voor alle q&Q en r&R.

Merk op dat f(r) een afbeelding is van Q in P. Dus ¢(f)((q,r)) = £f(r)(g)eP.
$ is injectief:

Stel ¢(f) = ¢(g). Dan is voor alle geQ en r&R &(f)((q,r)) = &(g)((q,r)).

Dan is volgens de definitie (s¢):

f(r)(q) = g(r)(q) voor alle ¢ Q en alle r R.

Voor alle r&R is dus f(r) dezelfde afbeelding van Q in P als g(r). Dus
f = g. Dus & is injectief.

% is surjectief:

Stel h: @ x R + P gegeven.

Voor iedere r&R definilren we f(r): Q@ » P door f(r)(q) = h(g,r).

Q

Dan is f een afbeelding van R in P~ en volgens () is o{(£)((qs3)) =

= £(r)(g) = h{qg,r). Dus &(f) = h en ¢%is surjectief.
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Definitie 4. Laat X een verzameling zijn. De familie van alle deelver-
zamelingen van X heet de machtsverzameling van X ~ notatie QD(X)

(Potenzmenge !).

Stelling L. Voor iedere niet lege verzameling X geldt:
1P| = 2%,

Bewijs: [{0,1}] = 2. |
Een bijectie f: ¥ (x) » {0,1}X kan gedefinieerd worden door aan Z €¥ (X)
(dus ZCX) £(2), de karakteristieke functie van Z, toe te voegen.
£(Z) : X » {0,1} is gedefinieerd door:
1 als x€7Z

£(z)(x) =

0 als xé¢7
Ga na dat f een bijectie is.
pus |P(x)| = [{0,1¥] = 2%l

In verband met Stelling 4 wordt P (x) soms ook wel aangeduid met 2, Ga
na dat uit Stelling 4 volgt dat voor een eindig kardinaalgetal n "2™"

de gewone betekenis heeft.

Voor eindige kardinsalgetallen geldt: 2™ > n. We willen iets dergelijks
afleiden voor oneindige kardinaalgetallen. Daartoe moeten we eerst een

ordening invoeren voor kardinaaslgetallen.

Definitie 5. Laat |P| = p en |Q] = g.

Dan is p < ¢ als er een injectie f: P > Q bestaat.
Rp<gelsp<genp#?g.

Prgalsg=p

p~» gals g< p-

We bewijzen nu dat ok > p voor ieder kardinaalgetal p.

Stelling 5. (Cantor). |X| < |P(X)| voor alle X.
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Bewijs. |X| < [Q(X)!. Inderdaad, £: X ~ P (X) gedefinieerd door f(x) = {x}
is een inJectie.

We laten nu zien: |X|'# [P(x)].

We tonen dit aan met een bewiJs uit het ongerijmde.

stel |x| = |P(X)]|. Er is dan een bijectie £: X »@P (X). Laat ZCX be-
paald zijn door Z = {x | x¢f(x)}.

(Merk op dat £(x) een deelverzameling van X is.)

ZCX, dus zeP (X). Omdat f surjectief is, bestaat er een zeX met f(z) = 7.
Dan geldt: ‘

zEZ = z%f(z) = z2¢ 7 == z2¢f(z)=> z€7Z.

Dus geldt:

Z&l = 7 ¢ Z. Tegenspraak.

Definitie 6 en Stelling 6.

De relatie < is een lineaire ordening d.w.z. voor alle p, g en r geldt:
(1) Alsp<geng<r, dan is p < 1.

(2) Als p<geng<p, dan is p = g.

(3) p<gofgsp.

(1) is triviaal. (2) volgt uit onderstaande stelling.

(3) zullen we hier niet bewijzen. Voor het bewijs is het keuzeaxioma
nodig. We vermelden hier wel een merkwaardige consequentie van (3). Voor
oneindige kardinaalgetallen p en g met p < g kan bewezen worden dat
R+tg=genp.g=4g.

Met behulp van (3) volgt hieruit, dat voor oneindige kardinaalgetallen

P en g geldt:

p*+*a=p.4q

Stelling 7. (Schroeder ~ Beinstein). Als er injecties f: A > B en

g: B ~ A bestaan, dan is er een bijectie h: A -+ B,

Bewijs. f: A > B is een injectie. f: A » £(A) is dus een bijectie. laat

g} f(A) > A de inverse zijn van f£: A »~ f(A). Het is voldoende om een

3
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bijectie hy: B~ f(A) te construeren. Immers g:hot B> A is dan de ge-
zochte bijectie. Laat ¢ de samen=-
stelling zijn van g en f: ¢ = fg
¢: B > £(A)

7ij D= BMNF(A) en

E = DUS(DZ(D)U...

VR D)k = 1,2,...)
Definieer

¢(x) als X€E

1}

hO(X) =
x als x€B\E

Ga na dat hy: B > f(A) een bijectie is. (Aanwijzing: ¢ is injectief en

$(E) = E).

Ter illustratie van de stelling van Schroeder-Bernstein vermelden we

hier drie wvoorbeelden.

Voorbeeld 1. Laat K een deelverzameling van de reéle rechte R zijn en
veronderstel dat K een open interval (a,b) bevat (a,b) = {x|a < x < b}).
Dan is |K| = |R].

Om dit te bewijzen merken we op dat (~1,1)~ (a,b), want x-~— P%é x + E%E
definieert een bijectie (~1,1) » (a,b). Verder is (=1,1)~R want

X o ?:5;* bepaalt een bijectie.

Dus (a,b)~R. Er is derhalve een injectie f: R + K. Verder is de

"inbedding" van K in R ook in injectie. Uit Stelling T volgt dan |K| = IR] .

Voorbeeld 2. |N| = |NF

B}

Dit is met Stelling T eenvoudig in te zien.

n~> (n,0,...,0) bepaalt een injectie van N in ¥,

Laat 2,3,0..,pk de eerste k priemgetallen zijn.

Uit de Stelling over de eenduidige ontbindbaarheid in priemfactoren volgt

n1n2 nk e .
dat (n1"°°’nk)1d~+ 2 .3%.... ., een injectie bepaalt.

Voorbeeld 3. |2N| = [R| of 2 0=,

&
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I.h.b. volgt hieruit met Stelling 5 dat X, # X,

Om aan te tonen dat 2N ~ R merken we op dat ieder re€el getal uit
[0,1] = {x | 0 2 x = 1} een dyadische ontwikkeling ‘: oh a s waarin
a, = 0 of 1, heeft.

Deze ontwikkeling is niet uniek. Zo is een ontwikkeling, die eindigt
met 1=en (dus a = 1 vanaf zekere index), gelijkwaardig met een ont-
wikkeling met O=en (an = 0 vanaf zekere index).

Laat ACZN bestaan uit alle karakteristieke functies die de waarde 1
oneindig vaak aannemen (EN = {0,1}N! )

Definieer f: ZN ~+ R door

fle) =) c(ﬁ) als ce A
1 2
fle) =2 + z 0(2) als c#:’A.
1 2
omdat £(2") een interval bevat volgt uit voorbeeld 1 dat ]f(ZN)| = |Rr|.

Omdat £: 28 - f(2N) een bijectie is, geldt |2N| = R.
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§5, Het Keuzeaxioms.

In deze paragraafl geven we enige equivalente formuleringen van het
keuzeaxioma. In verband met het keuzeaxiomas zijn vele onderzoekingen
verricht betreffende de volgende twee vragen:

1. Kan uit het keuzeaxioma een tegenstrijdigheid worden afgeleid?

In 1938 heeft G8del hierop een ontkennend antwoord gegeven: iedere
contradictie die met behulp van het keuzeaxioma wordt afgeleid, kan
ook zonder het keuzeaxiome worden afgeleid.

2. Kan het keuzeaxioms afgeleid worden uit de andere axioma's van de
verzamelingenleer?

In 1963 is deze vraag door Cohen ontkennend beantwoord: het keuze-

axioma is onafhankelijk.

Het keuzeaxioma. Zi] {Xﬁ [ o e A}l een niet lege familie van niet lege
paarsgewijs disjuncte verzamelingen.
Dan is er een verzameling die uit iedere verzameling X, precies &én

element bevat en die geen andere elementen bevat.

In de volgende formulering van het keuzeaxioma laten we de voorwaarde

dat de Xu's paarsgewijs disjunct zijn weg.

Axioma A, Zi] {Xu | o €A} een niet lege familie van niet lege verza-
melingen. Dan is er een functie

£1 A > U{X | « €A} zodat £(x) e X voor alle o €A,

Stelling 1: Het keuzeaxioma en axioma A zijn equivalent.

Bewijs. Axiome A impliceert het keuzeaxioms.

Laat {Xa | o €A} een niet lege familie van niet lege paarsgewijs dis-
Jjuncte verzamelingen zijn. Op grond van axioma A is er een functie

f: A —*U{Xa | o &A} zodat f£(x) e X voor alle a € A. Dan is
{f(d)hiEEAJ“een verzameling die uit iedere verzameling X, één element
bevat (en geen andere).

Het keuzesxiome impliceert axioma A,

Laat {Xa ] o €A} een niet lege familie van niet lege verzamelingen
zijn.

&
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Voor iedere a & A definieren we:

Y, = {(a,x) | x eLXa} enw Y +X door na((a,x)) = x.

De verzamelingen Yu zijn paarsgewijs disjunct. Op grond van het keuze-
axioma is er een verzameling S die uit iedere verzame;ing Xu één
element bevat en die geen andere elementen bevat. De functie

f: A ->U{Xa | a e A}, gedefinieerd door f(m) = ﬂu(S n Yu)’ voldoet aan

de eisen in axioma A.

Voor de volgende formulering van het keuzeaxioma gebruiken we het

begrip van Cartesisch product van een familie van verzamelingen.

Definitie 1. 2ij {X | o €A} een niet lege familie van niet lege ver-

zamelingen. Het Cartesisch product H{Xﬁ | « & A} ven de familie

{Xﬁ | o €A} is de verzemeling van alle functies f: A +‘J{Xﬁ | o €A}
met f(o) € X voor alle o & A.

In formule:

X | oed} ={f | £: A>VU{X | o @A), f(a)E@X, voor a &A}

Merk op dat deze definitie voor eindige A in overeenstemming gebracht
kan worden met definitie 1 uit §2:
een functie gedefinieerd op een verzameling A van n elementen kunnen

we laten corresponderen met een geordend n-tal.

Axioma B. Zij {Xa | o e A} een niet lege familie van niet lege verza-

melingen. Dan is het Cartesisch product H{Xa | o €A} niet leeg.
Stelling 2: Axiome A en axioma B zijn equivalent.
Bewijs: Triviaal.

Definitie 2. Laat f£: X >~ Y surjectief zijn. Een afbeelding g: ¥ > X

heet een dwarssnede als feg(y) = y voor alle ye- Y.
Axioma C. Iedere surjectie f: X > Y heeft een dwarssnede,

Stelling 3: Het keuzeaxioma is equivelent met axioma C.
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Bewijs: Axiome C impliceert het keuzeaxioma. Laat {Xa | o &A} een niet
lege familie van niet lege paarsgewijs disjuncte verzamelingen zijn.
Definieer een surjectie m : U{Xoc | o= A} > A door n(x) =ae A

als x €X . Laat f een dwarssnede van m zijn. Dan is {£(a) | o @A}
een verzameling die uit iedere verzameling X, één element bevat

(en geen andere).

Het keuzeaxioma impliceert axioma C. Laat f: X + Y een surjectie zijn.
Beschouw {:f;—1(y) ] y e Y}. Op grond van het keuzeaxioma is er een
verzameling S die uit iedere verzameling f-1(y) precies een element
bevat.

Definieer g: Y - X door g(y) = f-1(y)l] S. Dan is g een dwarssnede

van f.

Met behulp van axioma C geven we een variant ven de stelling van

Schroeder en Bernstein (§4, Stelling 7).

Stelling L4. Als er surjecties f: A > B en g: B >~ A bestaan, dan is er

een bijectie h: A - B.

Bewijs. Neem dwarssneden g': B > A resp. £': A~ B van f resp. g.
Omdat iedere dwarssnede injectief is volgt de stelling uit de stelling

van Schroeder en Bernstein.
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Hoofdstuk II. Topologische ruimten.

In dit hoofdstuk voeren we het begrip van topologische ruimte in

en behandelen we enkele (eenvoudige) topologische begrippen.

§1, Definities.

Definitie 1. Een topologische ruimte T is een paar (V,0), waarbij V

een verzameliﬂg is, @ een stelsel deelverzamelingen van V - open ver-
zamelingen van T genoemd - ; hierbij is aan de volgende axioma's vol-
daan: |

OI: @ en V zijn open.

0II: De vereniging van een stelsel open verzamelingen is open.

OIII: De doorsnede van een eindig aental open verzemelingen is open.
V heet de ruimte, @de topologie van V. De elementen van V heten punten.
We geven nu enkele voorbeelden van topologische ruimten.

Voorbeeld 1. Zij V een verzameling en & = {§,V}.
Dan is {V,8} een topologische ruimte. & heet de indiscrete topologie

op V.

Voorbeeld 2. Zij V een verzameling en ©'de familie van alle deelver-
zemelingen ven V,{V,0} is een topologische ruimte. ©heet de discrete

topologie op V.

Merk op dat er op een verzameling V verschillende topologieén gede-

finieerd kunnen worden.

Voorbeeld 3. Zij R de verzameling van de reéle getallen.
We definieren nu als volgt een topologie voor R.

Een deelverzameling U van R heet open dan en slechts dan als
(1) (Nxewds > 0)(Vyer) [[(x-8) <y < (x8)}3y ]

m.a.w. bij ieder punt x €U is er een x bevattend interval (x-§, x+8)

te vinden met x € (x-§, x+§) < U.

&
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Zij {Ua | o @ A} de familie van alle open verzamelingen van R. We
verifieren dat (R, {Ua | o &A}) aan axioms OIII voldoet. (Aan OI en
0IT is triviaal voldaan).

Leat x&U ()...NU . Laat 6., ..., 8 voldoen aan (1) d.w.z. 6.
o, an 1 n i 1
behoort bij U,. en x op grond van (1).

7Zij & = min{éill i=1,...,n). Dan is x & (x-6, x+8) U, ~voor
i
i=1,...,0. Q.E.D.

De verkregen ruimte heet de re€le rechte.

Merk op dat een open interval (a,b) open is.
Tenzij uitdrukkelijk anders wordt vermeld, bedoelen we met R de ver-
zameling van de reé€le getallen met de hierboven geintroduceerde

topologie.

Voorbeeld 4. Een metrische ruimte is een paar (M,p), waarbij M een

verzameling is en p een reéle functie, gedefinieerd op M x M - p :
Mx M- R - godat voldaan is aan de volgende axioma's.

MI. p(x,y) = O dan-en slechts dan als x = y.

MII. p(x,y) + p(x,2) > p(y,2z) (driehoeksongelijkheid).

p heet de afstandsfunctie. De elementen van M heten punten van de

metrische ruimte (M,p)

Propositie 1. Zij (M,p) een metrische ruimte. Dan geldt
MIII. p(x,y) > O.
MIV  o(x,y) = p(y,x)

Bewijs. MIII: Neem y = z in MII.
MIV: Neem 2z = x in MII en pas MI toe.
Een bekend voorbeeld van een metrische ruimte is de Efﬂn—dimensionale

Buclidische ruimte),

De punten van de ER zijn de geordende n-tallen x = (x1,...,xn) van

reé€le getallen. De afstandsfunctie in E" is gedefinieerd door:

.
plxy) = {(x1'y1)2 * (xe'yz)z ot (xn"'b’n)2}§.
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Uit de ongelijkheid van Cauchy-Schwartz (bekend uit de analyse) volgt

dat aan MII voldaan is.

Definitie 2. Laat (M,p) een metrische ruimte zijn en p & M.

Voor ¢ > 0, laat Us(p) = {xeM | o(x,p) < e}. Us(p) heet de open

e-bal om p. Een deelverzameling U van M heet open dan en slechts dan

als

(2)  (VxeU)(de>0(Vyemyeu ) = yeu).

m.a.w. bij ieder punt x €U is er een x-bevattende e-bal met
X eUe(x) cU.

Ga na dat de zo verkregen open verzamelingen voldoen aan OI’ OII en
OIII (vgl. voorbeeld 3). Ga ook na dat een open e-bal open is.
Wanneer we in de topologie spreken over een metrische ruimte (M,p)

dan bedoelen we M met de hierboven geintroduceerde topologie.

Definitie 3. Zij T een topologische ruimte en A een deelverzameling

van T (d.w.z. ACV als T = (V,8)). V heet een omgeving van A,
als er een open verzameling U is met A ¢ U V. Is A eenpuntig, d.w.z.

A = {p}, dan heet een omgeving ven {p} ook een omgeving van p.

Voorbeeld 5. In een metrische ruimte (M,p) is Ue(p) een omgeving van p.

Propositie 2. Een verzameling U is open dan en slechts dan als U

omgeving is van ieder van zijn punten.

Bewijs: Het is direct duidelijk dat een open verzameling omgeving is
van ieder van zijn punten.

Als U omgeving is van ieder van zijn punten, dan kunnen we bij ieder
punt p €U een open verzameling U(p) vinden met p & U(p) © U. Blijkbear
is U= U{U(p) | p €U} en U is open volgens O17.

Een belangrijke eigenschap van omgevingen wordt vermeld in de volgende

propositie.

&
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Propositie 3. De doorsnede van een eindig stelsel van omgevingen van

een verzameling is een omgeving ven die verzameling.

Bewijs. Stel Vi is een omgeving ven A, i=1,...,n.
Per definitie bestaan er dan open Ui met A CUi c.Vi, i=1,00.,0,
Fu is A € N{U; | i=1,...,0} < ) {v, | i=1,...,n}, terwijl O{Ui}

open is op grond van Opyy. Pas nu weer definitie 3 toe.

Om het definieren van topologische ruimten te vereenvoudigen intro-

duceren we de begrippen van basis (definitie L) en subbasis (definitie 5).

Definitie b, Laat T = (V,¥). Een basis van de topologie @ van T is een
stelsel {Bu | o« @A} ven open verzamelingen van T 20 dat iedere open

verzameling van T de vereniging is van elementen van {Boc l o €A},

Voorbeeld 6. Laat M een metrische ruimte zijn. De collectie

{Ue(p) | pe&M, € > 0} is een basis van de topologie van de ruimte M.

In de volgende stelling geven we een nodig en voldoende voorwaarde opdat
een stelsel {ch | o &A} van deelverzamelingen van V basis is van een

topologie op V.

Stelling 1. Laat B = {Ba | oA} een stelsel deelverzamelingen van
V zijn. @ is basis Vvan een topologie op V (en deze topologie is dan
bepaald door @) dan en slechts dan als

2. v=Vis | aehl
(o]

2. Boan BB is de vereniging van elementen van (B voor ieder tweetal

indices o, B €A,

Bewijs. "slechts dan". Als (B basis is van een topologie op V, dan is
een verzameling open dan en slechts dan als hij de vereniging is van
elementen van @ . Hieruit volgt dat de topologie bepaald is door Q .
Omdat B 0N BB open is, is aan _2_0_ voldaan.

"dan". Laat & de collectie van alle verenigingen van elementen van (B

zijn. We gaan na dat aan de axioma's Op OII en Oryy voldaan is.

P
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V & op grond van voorwaarde 1°. ¢ = U{Ba | o & @ < A} en dus ook
gesd.

Het is direct duidelijk dat aan OII is voldaan.

Tenslotte verifieren we dat asn OIII voldaan is. Het is voldoende te
bewijzen dat de doorsnede van twee verzamelingen U1 en U2 uit & weer
tot @ behoort (daarna kan het bewijs voltooid worden met volledige
inductie). Laat U, =\}{BY | yeTlc A} en u, = {Bé | 6 & A c A},
Dan is

U, NU, = I'_'U{BY | verd n Vs | seal]

= \){BY(\B6 | vy &r, § €A} (vgl. Hfst. 1, §1, St.1).
Volgens _gi behoort iedere Byﬂ Bg tot @lye T, S& A) en dus ook hun
vereniging. Dus U, N U, eg.

Stel dat van een verzameling V twee stelsels deelverzamelingen@ en C
gegeven zijn die beide basis zijn van een topologie op V, (dus beide
voldoen asn de voorwaarden in Stelling 1).

De volgende stelling geeft een nodige en voldoende voorwaarde opdat

B en € dezelfde topologie bepalen.

Stelling 2. Laat B = {Bu | o & A} en {:= {CrS | 8§ @A} beide basis zijn
voor een topologie op V.

B en C bepalen dezelfde topologie dan en slechts dan als

(\{a)(Vp 6Ba)(36)(p ec,C Boc) en (omgekeerd)

(Vs)(¥p ecy)(Ja)(peB, ).

Deze stelling wordt het gelijkwasardigheidscriterium van Hausdorff

genoemd.,

Bewijs. "dan". Stel s bepaalt een topologie o
9’1 en { bepaalt een topologie 9’2.

We moeten aantonen dat voor alle U

geldt U 631¢=%U @9’2 Daartoe

merken we eerst op dat uit de voor-

waarden van de stelling volgt dat iedere Bu de vereniging is van Cés

dus open in 8,’2; m.8.vw. Bué-e'e. Omgekeerd is ¢, €O, voor iedere § &A.

&
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Is nuU e@’ dan is U de vereniging van Bo"s. Dus U 6;9,’2 (axioma OII).
Analoog bew1ast men: U e.@’ =3U e@’
"slechts dan". Is 5 dan is zowel B als € cen basis van

= (V,G) (v G’) Ieder element ven f(resp. €) is open, dus
de vereniging van elementen uit f, (resp. B) Hlerult volgt het ge-
stelde.

Voorbeeld 7. Zij P de verzameling van alle geordende paren x van reéle
).

getallen; x = (x1, X

2
1°. basis voor een topologle 9' : 0‘31 ={B_ | x &P, n=1,2,...}
1 =9
- + - 2 —~}.
met B, = {x [{ly,=, )2 (y,-%, )21 < -
2%, pbasis voor een topo:l.ogiz—:@.’2 : (BQ = {C 0 | xeP, n=1,2,...}

1
met C = {y | max{|x1-y1[, ]Xz'yzl} <}

3°, pasis voor een topologie 8,’
(B3={x | x& P, n=1,2,...} met Bx,2
D, o= ¥ I x° + 2y° 2} . Py
= n
C.o &
Ga na dat ' &
2% D5 o5

U
(2,07) = (P,&) = (P,0) = E°.

Wanneer we in Stelling 2 de basis t gelijk nemen aan een topologie
@op V, dan krijgen we de volgende karskterisering van een basis

(ga na).

Stelling 3. Laat (V,0) een topologische ruimte zijn en laat { een
deelverzameling zijn van ©.

@ is een basis voor de topologie & dan en slechts dan als
(Ypev)(Yued (dpedB)(p cU=peB ).

Definitie 5. Een ruimte (V,8) voldoet aan het tweede aftelbaarheids—

axioma indien er een aftelbare basis (B voor de topologie © is.
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Voorbeeld 8. De E voldoet aan het tweede aftelbaarheidsaxioma. Zij
n.l. P = (x1,. ..,xn) ] X rationaal, i=1,...,n}.
Dan is B = {U1(3c_) | x &P, n=1,2,...} een aftelbare basis,

n
Definitie 6. Laat T = (V,0). Een subbasis van de topologie @ van T is
een stelseléfvan open verzamelingen van T, 20 dat de familie van
eindige doorsneden van elementen vang een basis vormt voor de topologie

@'van T.

Voorbeeld 9. Een strook in E2 is een verzameling van het
type

PR |

{(x,y) | a < x < b} of SO
{(x,y) | & <y < b}. De collectie '

SNNARANY

5\

ANNNAN

van alle stroken vormt een subbasis wvoor

de topologie van E2.

De volgende stelling laat zien dat een subbasis het geijkte middel is

B

om een topologie te introduceren.

Stelling b4. Zij V een verzameling en @Teen stelsel deelverzamelingen
van V. Dan is J subbasis van een topologie & op V en & is door cf
bepaald.

Bewijs. Laat @f= {Su | o €A}, Dan is V = ﬂ{sa | o« &9}, (Opmerking:
Dit is niet consistent met Hoofdstuk 1, §3, definitie 4. We kunnen echter
definieren ]¢| = 0 en O is een eindig kardinaalgetal). Verder is het

niet moeilijk om in te zien dat aan de voorwaarden _]_ci en _2_(_)_ van

Stelling 1 voldaan is.

Propositie 4. Een topologische ruimte (V,0) voldoet aan het tweede

aftelbaarheidsaxioma dan en slechts dan als er een aftelbare

subbasisé’ voor de topologie & is.
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§2, Gesloten verzameling, afsluiting en inwendige.

In deze paragraaf bespreken we enige begrippen die afgeleid zijn uit

" het begrip van open verzameling.

Definitie 1. Een deelverzameling G van een topologische ruimte X heet

gesloten indien T \ G open is.

Uit deze definitie en de axioma's OI, OII en OIII volgt onmiddellijk
de volgende stelling.

Stelling 1. Zij X = (V,0) een topologische ruimte.

FI. ¢ en V zijn gesloten.

FII. De doorsnede van een stelsel gesloten verzamelingen is gesloten.
FIII. De vereniging van een eindig aantal gesloten verzamelingen is

gesloten.

Uit eigenschap FI en axioma OI blijkt dat zowel @ als V zowel open als
gesloten zijn (we zullen dit opgesloten noemen). In de o zijn dit de
enige opgesloten verzamelingen. Is de ruimte niet samenhangend dan

zijn er nog andere opgesloten verzamelingen. Zie Hoofdstuk III, §1,

Definitie 2. Zij X = (V,0) een topologische ruimte.

De afsluitingsoperator voegt aan iedere deelverzameling A ven V een

deelverzameling A van V toe, het gesloten omhulsel van A genasamd,
als wvolgt:
A =N{G | AcGen G gesloten}.

Merk op dat de afsluitingsoperator een afbeelding ven P(x) in ﬂD(X) is.
Uit FII volgt dat Iy gesloten is. Blijkbaar is L de kleinste gesloten

verzameling die A bevat,

Enkele eigenschappen van de afsluitingsoperator zijn opgesomd in de

volgende stelling.
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Stelling 2. Zij X een topologische ruimte en A, B € X. Dan geldt:

1. A is gesloten.

2. A is gesloten dan en slechts dan als A = A.

6. Als Ac B, dan A CB.
1. ANB<ANB.
8. A \B <A N\B.

Bewijs. 1 volgt uit de opmerking voorafgaande aan de stelling 2
"dan" uit 1. "slechts dan" uit definitie van gesloten omhulsel.
3 is triviaal.

L4 volgt uit 1 en 2: L is gesloten, dus A=A,

5A¢A, BB, dus A UB c A UB. Maar A UB is gesloten (FIII). Dus
AUBc iV B.

Verder is A €A UB, dus ACA UB (met 3). Dan is A < A U B. Evenzo
BcAUB. Dus AUBcA UB.

QOE‘DQ B
6 Leat ACB. Dan is B = A U (B\ A). Dus B = & U (B\A).
Dus KCE

In 7 en 8 hoeft ‘geen gelijkheid te gelden: Neem voor A (resp. B) de

verzameling vaen de rationale (resp. irraticnale) getallen.

In de volgende stelling geven we het verband aan tussen de begrippen

van afsluiting en van omgeving. Daartoe voeren we eerst het begrip .

1"

"adhaerent punt" en het begrip "verdichtingspunt" in.
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Definitie 3. Zij A een deelverzameling van een topologische ruimte X

en p &X. p heet adhaerent punt van A als iedere omgeving van p een

punt uit A bevat.

p heet verdichtingspunt ven A, als iedere omgeving van p minstens

een van p verschillend punt uit A bevat.

Merk op dat ieder punt van A adhaerent punt ven A is.

Voorbeeld.

A I< X X XX X %x.

verz. V. adhaeren’c}'______{ X X X X X %4

punten ven A
verz. v. verdich- PYp————

tingspunten van

Stelling 3. Laat X een topologische ruimte zijn en A C X.
Dan is
A = {p | p is adhaerent punt van A}

A=AU{p | pis verdichtingspunt ven A}.

Bewijs. Omdat zowel ieder punt van A als ieder verdichtingspunt van A

—— e D —— — -

tevens adhaerent punt ven A zijn, is het vdldoende de tweede gelijkheid

te bewijzen.

Leat B = AU{p | p is verdichtingspunt ven A}.

We tonen eerst aan dat BC A. A is gesloten, dus T \ A is open. Uit
Stelling 1 uit §1 volgt dat T \ Iy omgeving is van ieder van zijn
punten. Geen enkel punt van T \ L is dan verdichtingspunt van A. Dus
BC A.

Vervolgens tonen we aan dat B gesloten is (waaruit volgt A <B).
Deartoe bewijzen we dat T \ B open is. Laat ¢ &«T \B. q is geen
verdichtingspunt van A. Er is dan een open omgeving U(q) ven g zodat
U(q) geen van q verschillend punt uit A bevat. Echter ook q ¢-A. Dus
U(q) &T \ B. Dus T\ B is omgeving van ieder van zijn punten en der-

halve open (weer §1, Stelling 1).
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Voorbeeld. Laat R de re€le rechte zijn,

7zij A = {rationale getallen uit EO,ﬂ} U2t J [3,&) V) (1&,5:]. Uit A
ontstaan door herhssld toepassen van de afsluitingsoperator en het
nemen van complementen in het totaal 14 verschillende verzamelingen.
Ga dit na. (Men ken bewijzen dat 14 het maximale aantal verzamelingen

is dat op deze wijze uit een gegeven verzameling verkregen kan worden).
We gaan nu het begrip gesloten omhulsel "dualiseren'.

Definitie 4. Zij A een verzameling in een topologische ruimte X. Dan

is het inwendige van A, notatie AO, de grootste open verzameling

welke bevat is in A.

Blijkbaar is A° = U | Uc A, U open}.

77
A
Voorbeeld 1. X = E-. jff?f:;'\

2 i g
A= {(x,y) | x° + y2 < 1}, \~__//
Den is A° = {(x,y) | x2 + y2 < 1}.

-~

N\

Voorbeeld 2, X = E2.
A = segment (zie plaatje) A
pan A° = ¢, — E°
Voorbeeld 3. X = E', A
A = [0,1] (is een segment) ‘/b\\l
Dan A° = (0,1). ~__ A
70

Let dus goed op: Begrippen als open, gesloten en inwendige zijn re-

latief d.w.z. afhankelijk van de ruimte waarin de betreffende ver-
zameling ligt. Indien verwarring mogelijk is, moeten we altijd zeggen

b.v. open in E1, in E2.

In de volgende stelling zijn enkele eigenschappen van de operator
("het nemen van het inwendige") opgesomd. De bewijzen zijn analoog

asn die in Stelling 2 en blijven achterwege.
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Stelling L. Zij X een topologische ruimte en A, B C X,
Dan geldt:

1. A is open.

2. A is open dan en slechts dan als A = A°.

3. A°ca,
b, A%° = a°,

5. (an B)° = 4°n 3°.

6. Als Ac B, dan A° = B°,

7. (AUB°o> A% us°

In de volgende stelling geven we de relatie tussen de operatoren ° en .
We voeren ecerst de volgende notatie in:

Notatie: X\ A = AS,

Stelling 5. Zij X een topologische ruimte en AC X.

Dan geldt:
1. AC = pc-¢
2. A™ = ACOC

ATODO AT,

omdat A° < A, geldt A°C =A%, Omdat A°C gesloten is, geldt A°C> A°~,
Door nogmeals complementen te nemen vinden we A° = Aoccc: Ac—c.

Omdat A c;Ac-, geldt A o54%7¢, nu is A°7° open en dus A° o A€,
Hiermee is 1 bewezen.

Met behulp van 1 vinden we A®C¢ = 2°¢7¢¢ -

= A,

Definitie 5. Zij X een topologische ruimte en A € X.

Het uitwendige van A is A®°,

Uit Stelling 5 volgt dat het uitwendige van A ook gelijk is aan A”C,

Voorbeeld 4. Laat Ac'_'_E2 gegeven zijn door A = {(x,y) | x2 + y2 < 1},

2

Het inwendige van A is {(x,y) | x2 + ¥y~ < 1}. Het uitwendige van A

is {(x,,y)'(x2 + y2 > 1}
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Op deze wijze hoort bij iedere verzameling A uit een topologische
ruimte X een partitie van X bestaande uit drie verzamelingen d.w.z.
een verdeling van X in drie paarsgewijs disjuncte verzamelingen, n.l.
het inwendige vaen A, het uitwendige van A en de rest. De rest heet
rend van A, notatie ®(4).

In formule: R(a) = (A°U A°9)¢ = a°°n 4°°¢ = 270 4™,

Uit de laatste formule blijkt dat 4&(A) een gesloten verzameling is.
Merk op dat de rand van een verzameling erg dik kan zijn. Voorbeeld:

Is A de verzameling van de rationale getallen in R, dan is ®R(pr) = R,
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§3. Relatieve topologie. X
7Zij X een topologische ruimte en
A cX. Nu induceert de topologie WY [

van X op natuurlijke wijze een @ O

topologie op A. De open verza-

melingen in A zijn per definitie A7TTN 622
' / g

de doorsneden van de open verza-

melingen in X met A,

Definitie 1. Zij X = (V,8) een topologische ruimte en A een deelverza-

meling van V. Dan heet {UMNA | U& O} de relatieve topologie (van X)
opA. (A, {UNA | U&}) heet een deelruimte van X. '

Ga na dat {UNA | U &8} inderdaad een topologie is.

Voorbeeld. In het gesloten interval [@,i], opgevat als deelruimte van
R, is de verzameling [@,%) = {x 1 0<xc< 1} open. Immers [?,%) =
('%9 %) ﬂ [@:ﬂ en ("'%9 %) is open in R.

Definitie 2. De n-dimensionale sfeer s” is de verzameling

(x| x e, x? + o xi

En+1.

41 = 1} met de relatieve topologie van

De volgende proposities zijn met weinig moeite af te leiden uit

definitie 1.

Propositie 1. Zij X een deelruimte van Y en Y een deelruimte van Z.

Dan is X een deelruimte van Z.

Propositie 2. Een verzameling A in een topologische ruimte X is open

(resp. gesloten) dan en slechts dan als iedere in de deelruimte A open

(resp. gesloten) verzameling open (resp. gesloten) is in X.

Stelling 1. Zij X een deelruimte van Y en A< X.
71 a~t (resp. A_Y) het gesloten omhulsel ven A in X (resp. Y).
Dan is: s = a0,
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Bewijs. s Y =Nie | A € G, G gesloten in Y} (§2, Definitie 2).
pus AV N x = [N{G | AC G, G gesloten in Yf] N X =

n{Gﬂ X | A= G, G gesloten in Y} =

N Nx | AcG NX, G NX gesloten in X} =
=X

A

De afsluiting ’va.n een verzameling A in de deelruimte X van Y wordt dus
verkregen door de afsluiting van A in Y te doorsnijden met X. Een
ander bewijs van Stelling 1 kan gebaseerd worden op §2, Stelling 3.
Ga dit na.

Merk op dat een soortgelijke stelling niet geldt voor de operator ©
of (R:

NIET altija: A% = 2°T N x (Acxcy)

T (RX(A) =R () nx (Acxcy)

(Neem bijvoorbeeld A = X is de verzameling van de rationale getallen
en Y = R).
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§4, Continue afbeeldingen.

Leat X, = (Vi,C%) voor i = 1,2 topologische ruimten zijn. Onder een af-

beelding f : X1 > Xé verstean we een afbeelding f : V -+ V2

Merk op dat een afbeelding f : v, V, een afbeeldlng van P(V ) > P(V2)
induceert (vgl. Definitie L4 in Hoofdstuk 1),

Definitie 1. Een bijectieve afbeelding f van een topologische ruimte X1

in een topologische ruimte X2 heet een topologische afbeelding als onder

f de open vérzamelingen van X1 worden afgebeeld op de open verzamelingen

van X, op de open verzamelingen van X2).
Twee topologische ruimten waartussen een topologische afbeelding bestaat

heten topologisch equivalent of homeomorf. Een topologische invariant

is een eigenschap die bewaard blijft bij een topologische afbeelding.

Merk op dat als f een topologische afbeelding is, dan ook f-1 een topo-
logische afbeelding is.

In het volgende hoofdstuk zullen we een grote hoeveelheid van topologische
invarianten bestuderen.

Het tweede aftelbaarheidsaxioma (§1, Definitie 5) is een voorbeeld van een
topologische invariant.

I.h.a. is iedere eigenschap welke geformuleerd kan worden in termen van

punten en open verzamelingen een topologische invariant.

Voorbeelden van topologische afbeeldingen.

(- 53 gJ *> R gedefinieerd door f(x) = tgx is een topologische af-
beelding van het segment (-~ 23 g), opgevat als deelruimte van R, op R.
R is dus homeomorf met een open interval. I.h.b. volgt hieruit dat afstand

geen topologisch begrip is.
1
2. ZlJ T1 het segment [ 2ﬂ’ 2“] . )

T2 is het beeld van T1 onder de volgende afbeelding f : ‘I‘1 +E,

De punten van E2 worden gegeven in poolcoordinaten (r,¢).

£f(x) = (e 1/x’ 1/x) voor - 5% < x < 0,
. - —1/x 1 _1
f(x) = (2e x) voor O < x S B

£(o) = (0,0)
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T2 heeft de relatief topologie van Ee. 9 )
f is topologisch. <222,/ﬁ

3. Z2ij V de verzameling van de natuurlijke getallen. We defini&ren

T

hierop de volgende topologie &%

O= (0, Vv, Gnii n=1,2,...} met G = {x / xeV, x < n}.

Bewering: Als f een topologische afbeelding is van V op V, dan is f
de identieke afbeelding d.w.z. £f(n) = n voor alle neV,.

De topologische ruimte (V,Q) is dus in zekere mate "star".

(Ga na dat R niet "star" is).

Bewijs van de bewering: Stel neV. Dan behoort n niet tot @, G1,°..,G
Dus n behoort niet tot precies n open verzamelingen. Uiteraard is dit
santal een topologische invariant.

Dus f{n) = n.

Definitie 2. Een afbeelding f van een topologische ruimte X1 in een

topologische ruimte X2 heet continu &als het volledig origineel onder

f van iedere open verzameling van X  open is in X

2 1°

Ga na dat definitie 2 equivalent is met de volgende definitie.

Definitie 3. Een afbeelding f van een topologische ruimte X1 in een

topologische ruimte X2 heet continu. als het volledig origineel onder

f van iedere gesloten verzameling van X2 gesloten is in X1

We definiéren nu het begriﬁ van continuiteit in een punt en geven de

relatie tussen dit begrip en het begrip van continuiteit.

n-1°
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Definitie 4. Een afbeelding f : X1 > X2 heet continu in een punt x & X1
U

indien er bij iedere omgeving U(f(xo)) van f(xo) een omgeving W(XO) van

x, bestaat zodat f(W(xO))C: U(f(xO)).

Stelling 1. Een afbeelding f : X1 - X2 is continu dan en slechts dan als

f continu is in ieder punt van X1

Bewijs. "slechts dan". Triviaal.
"dan". Zij U een open verzameling in X, We moeten aantonen dat f-1(U)
open is in X1. 7iJ xef—1(U).

Dan f(x)e U en U is een omgeving van f£(x). Kies nu bij x op grond van

definitie 4 een omgeving W(x) van x met £(W(x))CU. Nu is x€& W(x)Cf-1(U).
Dus f_1(U) is een omgeving van x.

Op grond van §1, Propositie 2, volgt hieruit dat f_1(U) open is.

Definitie 5. Een afbeelding f : X1 > X2 heet open (resp. gesloten) als

het beeld onder f van een open (resp. gesloten) verzameling in X, open

1

(resp. gesloten) is in X,

Ga de drie volgende stellingen zelf na.

Stelling 2. Zij f : X1 - X2 een bijectieve afbeelding.
De volgende voorwaarden 1 tot en met 5 zijn equivalent.

f is topologisch.

. . -1 . .
f i1s continu en T is continu.

f is open en f"-1 is open.

f is gesloten en f_1 is gesloten.

Ml fw o |-

f is continu en f is open of gesloten.

2 2

g.f : X, > X3 (de samenstelling vaen f en g) ook continu.

Stelling 3. Zijn f : X1 +>X.eng : X -+ X3 continu, dan is de compositie

Stelling 4, 7ij f : X1 > X2een continue afbeelding en A een deelverzameling

van X1. Dan is f|A : A ~» Xgeen continue afbeelding.
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Voorbeelden van continue afbeeldingen.
1. 71 X, willekeurig en laat X, bestaen uit &&n punt * (met unieke
topologie!). Definieér f : X, > X, door f(x) = * als x€X,. Den is £

continu.

2. 7ij p < q. Definider f : E% - £P door (x1,...,xp,xp+1,;..,xq)%*+ (x1,...,xp).
Dan is f continu.

3. 7Zij X, =RenX,= s,

Definiéer f : R ~ s! acor f(x) = (1,2rx) (poolcodrdinaten).

Ga de continuliteit van f na.

f{[0,1) is continu op grond van stelling L.

De afbeelding g = f*[O,T) is noch open, noch gesloten.

(Bv. [1/2,1) is gesloten in [0,1) en g([1/2,1)) is niet gesloten).

g is dus niet een topologische afbeelding.

L4, Met behulp van poolcodrdinaten definiéren we een afbeelding

£ i E° > E° als volgt: £((r,9)) = (r.k¢), waarbi] k een vast natuurlijk getal
is.

f is zowel continu als open. Slechts voor k = 1 is f bijectief en dan
uiteraard topologisch.

| 5..0p een erg ruwe wijze kunnen wij continue en topologische afbeeldingen

als volgt karekteriseren.

Bij een continue afbeelding mogen we plekken en lijmen, echter niets
scheuren. Bij een topologische afbeelding zijn noch het plakken en lijmen,

noch het scheuren van de ruimte toegestaan.
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Hoofdstuk III. Topologische invarianten.

In dit hoofdstuk behandelen wij de belangrijkste topologische invarianten:

samenhang, compactheid en de scheidingsaxioma's.

1. Samenhang.

Definities. Een topologische ruimte X heet samenhangend, indien @ en X

de enige opgesloten verzamelingen van X zijn.
Een deelverzameling A van een topologische ruimte X heet samenhangend,
indien A als deelruimte opgevat samenhangend is.

Een topologische ruimte X heet gplitsbaar indien X niet samenhangend is.

Ga de ‘volgende propositie zelf na.

Propositie 1. Een topologische ruimte X heet splitsbaar dan en slechts

dan indien er niet lege, opgesloten verzamelingen A en B bestaan met
X=AUB en ¢ = ANB.

Voorbeeld 1. De reele rechte R is s.amenhangend.

Bewijs. Stel R is splitsbaar: R = AUB met ANB = ¢, A# ¢, B# 0 en

A en B opgesloten. Neem x&€A en y€B. Stel x < y. (Het geval x > y kan
analoog behandeld worden). Zij C = A[) {z|z < y}. C is open als doorsnede
van twee open verzamelingen. Merk op dat, omdat yéA, ook geldt

c=AN {zlz < y}. Hieruit volgt dat C ook gesloten is.

C is dus een opgesloten verzameling. Omdaet C naar boven begrensd is (y is
een bovengrens) en niet leeg is (x€C), is er een kleinste bovengrens

q van C., Omdat C gesloten is, geldt qeC. Omdat C open is, is er een

§ > 0 zodat (g-6,g+6 k= C. Dit is in tegensprask met het feit dat q de

(kleinste) bovengrens van C is. Dus R is samenhangend.

Voorbeeld 2. De ET is samenhangend.

Bewijs. Zij ACE®, A= ¢ en A # En, en A opgesloten. Neem x€ A en
yé:En\A. Zij L de verbindingslijn van x en y. L1 A is een opgesloten
verzameling in de deelruimte L. LNA # § en LOA # L. Dus L is splits-

bear. Mear L is homeomorf met R. Tegensprask.
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Samenhang is natuurlijk een topologische invariant. Het is zelfs een

continue invariant in de volgende zin.

Stelling 1. Samenheng is een continue invarient d.w.z. als f : X1 > X2

continu is en X, is samenhangend, dan is f(X1) ook samenhangend.

Bewijs. Stel f(X ) is splitsbaar. Er is dan een niet-lege opgesloten
1)» zodat B # f(X ). Omdat f continu is, is
(B) opgesloten. Maar f (B) # 0 en £ (B) # X, Dit is in tegen-

sprask met de samenhang van X 1°

deelverzamellng B van f£(X

Voorbeeld 3. Voor n > 1 is s samenhangend.

Bewijs: We gebruiken vectornotatie. Defini8er f : Enﬂ\{g} + 8™ door

RESY

semenhangend is (ga na), volgt het gestelde uit stelling 1.

X v . Ga na dat f een continue surjectie is.Omdat En+1\{g}

Stelling 2. Als een topologische ruimte X de vereniging is van een stelsel
verzamelingen {Ba]aeA}, zddat iedere Ba(aGA), als deelruimte opgevat,

samenhangend is en Bsn Ba # @ voor alle o,R€ A, dan is X samenhangend.

Bewijs. Stel B # @ is een opgesloten deelverzameling van X. Is a€A, dan
is wegens de samenhang van B of B & B 6f B C.X\B Omdat B # @, geldt
B C_B voor zekere Y€A. Omdat voor iedere o€ A geldt B ﬂ B # @ voor
1edere o€ A, Dus BCB voor iedere a<A, Dus B =X. Hlerult volgt dat

X samenhangend is.

Stelling 3. Laat A een samenhangende deelverzameling ven een topologische
ruimte X zijn.

Dan is A samenhangend.

Bewijs. Stel L is splitsbaar. Zij B een opgesloten deelverzameling van A,
B#A4, B# 0.

Dan is, omdat A samenhangend is, 6f AcB of AcX\B.

Stel ACB. (Het geval ACX\B is analoog te behandelen). B is gesloten in
Aen & is gesloten in X. Met Hoofdstuk I, §3, Propositie 2, volgt hieruit
dat B gesloten is in X. Maar dan ook AcB. Dus A = B, Tegenspraak.

&
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Stelling 4. Zij A een samenhangende deelverzameling van een topologische
ruimte X en zij ACBeA,

Dan is B samenhangend.

Bewijs. Beschouw de deelruimte B van X. Uit Stelling 3 volgt dat de af-
sluiting van A in B samenhangend is. Volgens Hoofdstuk I, §3, Stelling 1
is de afsluiting van A in B gelijk aan ANB = B. Q.E.D.

Voorbeeld k. f

X is als deelruimte van

E° als volgt gedefiniBerd. P> [i - Y& Q
X = PUQ met

P={(0,y)] -1<y<1}en

Q=1{(x,y)| y= sin-%, 0<x 5;%} . ‘L

X is samenhangend.
Bewijs. Q is homeomorf met (O, %1. Ga dit na.

Pas nu Stelling 3 toe.

Voorbeeld 5. X is als deelruimte
van E° als volgt gedefinigerd (we A
gebruiken poolco8rdinaten).
x=VU{ali=1,2,..1UB.

met A, = {(r, 7) /0<r <1}, i=1,2,.,
en B ={(r,0) /3 << U UL,0)

X is samenhangend.

Bewijs. Uit Stelling 2 volgt dat { Aili = 1,2,...} samenhangend is.
Pas nu Stelling U4 toe.

Voorbeeld 6. Zij X als in Voorbeeld 5.
7ij X' = x\ {(0,0)}.

X' is niet samenhangend.

Is een topologische ruimte splitsbaar, dan kunnen we gaan kijken naar

maximale samenhangende stukken van zo'n ruimte.
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Definitie 2. De grootste samenhangende verzameling die een punt x uit

X bevat, heet de component van x in X.

Volgens Stelling 2 is de component van x juist de vereniging van alle x
bevattende samenhangende verzamelingen.

Volgens Stelling 3 is de component van x gesloten in X.

Is X samenhangend, dan bevat X slechts een component.

Is X niet samenhangend, den vormen de componenten van X een partitie
van X d.w.z. een verdeling van X in paarsgewijs disjuncte niet lege

deelverzamelingen.

Voorbeeld T. Zij X' als in voorbeeld 6. De componenten van X' zijn

AN{(0,0)} , i =1,2,... en B\{(ﬂ—,o)} en {(ﬁ—,o)}.

Voorbeeld 8. Zij X = R\{0}. De componenten van X zijn {x|x < 0} en
{x|x > 0}.

Voorbeeld 9. Zij X de verzameling van de rationale getallen met de relatief

topologie. X is totaal onsamenhangend d.w.z. alle componenten zijn &én-

puntig.v
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§2. Scheidingsaxioma's

We beginnen deze paragraaf met een opsomming van de scheidingsaxioma's

T:—ax1oma. Voor ieder tweetal ver- .
schillende punten a, b € X heeft ; a of

minstefis een van beide punten een

i=0, ..., 4 (T van Trennung).

omgeving die het andere punt niet bevat.

T, -axioma. Voor ieder tweetal ver-

—‘l-——.—-——.....
schillende punten, a, b € X zijn “

er omgevingen U(a) resp. U(b) van
a resp. b met a ¢ U(b) en b ¢ U(a).

TE—axioma. Voor ieder tweetal ver-
schillende punten a, b € X zijn
er disjuncte omgevingen U(a) resp. -

U(b) van a resp. b.

Es—axioma. (Regulariteitsaxioma).
Voor ieder punt x en iedere geslo- (:::)
ten verzameling G, die x niet be-

vat, zijn er disjuncte omgevingen U(x) resp. U(G) van x resp. G.

@

Een T:—ruimte is een topologische ruimte, die aan het To—axioma vol-

doet.

Eh-axioma. (Normaliteitsaxioma).
Voor ieder tweetal disjuncte ge-

sloten verzamelingen F en G zijn

er disjuncte omgevingen U(F) en U(G).

Definitie 1.

Een 21—ruimte is een topologische ruimte, die aan het TT-axioma vol-
doét,
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Een Hausdorff ruimte (T -ruimte) is een topologische ruimte, die aan

het T2-axioma voldoet.

Een reguliere ruimte (T _-ruimte) is een topologische ruimte, die aan
)

het T1— en T3-axioma voldoet. i

Een normale ruimte (Eh—ruimte) is e?n topologische ruimte, die aan het

T,- en Th—axioma voldoet. %

- Stelling 1.

Een topologische ruimte X is een T1—ruimte dan en slechts dan als
ieder punt gesloten is in X (precieser: iedere éénpuntige deelverza-

meling van X is gelsoten).

Bewijs.
"slechts dan". Zij x € X.

Bij iedere y € X \ {x} is er een omgeving U(y) met x ¢ U(y). Dus

U(y) ¢ X\ {x} en X \ {x} is een omgeving van y. Uit hoofdstuk I, §1,
propositie 2 volgt dat X \ {x} open is. Derhalve is {x} gesloten.
"dan". Zij x # y. Dan is X \ {x} (resp. X \ {y}) een omgeving dan

y(resp. x) welke x (resp. y) niet bevat.

De twee volgende stellingen volgen gemakkelijk uit de definities.

Stelling 2.
Een normale ruimte is regulier, een reguliere ruimté: is een Hausdorff,

een Hausdorffruimte is een T1—ruimte en een T1-ruimte is een To—ruimte.

Stelling 3.

Een deelruimte van een Ti—ruimte is een Ti ruimte voor i = 0, 1, 2 of 3.

Ben deelruimte van een normale ruimte is niet noodzakelijk normsal. Een
gesloten deelverzameling van een normale ruimte is echter wel normaal
(ga dit na). '

We zeggen: de eigenschap van regulariteit is erfelijk, de eigenschap

van normaliteit niet. De eigenschap van normaliteit is erfelijk voor
£

gesloten deelverzamelingen.
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Geen van de uitspraken in Stelling 2 is omkeerbaar. We illustreren

dit gedeeltelijk met enige voorbeelden.
Voorbeeld 1. Zij V = {0,1}.
V met de dndiscrete topolbgiézig,geen»To—ruim$e.

zij &= {{0}, @, V}. Dan is (V,® een To—ruimte, maar geen T,-ruimte.

Voorbeeld 2. "Rij eonvergerend naar

twee punten'. ; @\ T

7Zij vV = U{xi|i=1,2,...} uly} u{z}. X X X ’
Neem de volgende verzamelingen als

basis voor een topologie op V:

{xi} voor i =1, 2, ...,

{y} U[dﬁ{xi} | i
{z} vlu{{x;} | i

V met deze topologie is een T1—ruimte, die niet Hausdorffs is (y en z

n,n+tl,...}] voor n =1, 2, ... en

n,n+1,...}] voor n =

[
-
]
N
»
.
.
-
v

hebben geen disjuncte omgevingen).

Voorbeeld 3.

We geven nu een voorbeeld van een Hausdorff ruimte die niet regulier
is. We gaan uit van de re€le rechte R met de gewone topologie. Zij Q

de verzameling van rationale getallen. We defini&ren nu een topologische
ruimte X = (V,0). Voor V nemen we de verzameling van de redle getallen.
{U | U open in R} u {Q} kiezen we als subbasis voor & X ontstast dus
uit R door aan de topologie van R nog extra open verzamelingen toe te
voegen. Hieruit volgt direct dat X een Hausdorff ruimte is. X is echter
niet regulier. Om dit aan te tonen beschouwen we een rationasl punt p
en de verzameling I = V \ Q van de irrationale getallen. I is een ge-
sloten deelverzameling van X. Laat nu U resp. W omgevingen zijn van
punt p resp. I. We laten zien dat Un W + @, waarmee is aangetoond dat
X = (Vy,0) niet regulier is. Uit de definitie van de topologie ® volgt
dat er een open interval (a,b) is zodat p € (a,b) n Q ¢ U, Laat g een
irrationaal punt van (a,b) zijn. Omdat W een omgeving van I is en dus
ook van q, bestaat er een open interval (c,d) met q € (c,d) « W. Blijk-

bdar is (a,b) n (c,d) een interval dat g bevat, en (a,b) n (c,d) n Q % @.
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omdat (a,b) n (c,d) n @ € U n W volgt hieruit dat Un W %+ #. Q. E. D.

Voorbeeld L.

Een metrische _ruimte (M,p) is normaal.

Bewijs.

Laat G en H disjuncte gesloten verzamelingen zijn. De afstand van een
punt p tot een verzameling A - p({p},A) - wordt gedefinieerd door:
o({p},A) = inf {o(p,a) | q € A}. Ga na dat p({p},A) = O dan en slechts

dan als p adhaerent punt van A is.

Zij nu
e, = 3 o({p},G) voor p € H en
€ = 3 o({q},H) voor q € G.
Ga na dat €_ en € groter dan nul zijn.
stel U= u{U_ (p) | p e B} en V= ulU_ (a) | q € G}. U resp. V zijn

omgevingen vaeR H resp. G. 4

We laten zien dat U n V = @,
Stel x e Un V. Uit de definities van U en V volgt dat er p € H en

q € G bestaan met x € U_ (p) en x € U, (a): Dan is p(p,q) < o(p,x) +

P q
j < e + €& < 2 max(e ,e }). Dus < 2 max(e_,e ). Dit is in
p(x,q) pt &% ( p’ ) p(p,q) ( p? q) )

tegensprask met het feit dat p(p,q) > p({p},G) =2 €, en
p(p,a) > o({q},H) =2 e, en dus p(p,q) 2 2 max(e ,€ ).

Merk op dat geen van de scheidingsaxioma's een continue invariant is.
ZiJ namelijk.Gh resp.(gé de discrete resp. indiscrete topologie op een
verzameling X. De identieke afbeelding van (X,Gﬁ) op (X,U%) is continu.
(X,Gﬁ) voldoet aan al de scheidingsaxioma's Ty tot en met T), terwijl

(X,G%) aan geen van de scheidingsaxioma's voldoet.
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§3. Compactheid

In deze paragraaf behandelen we het begrip van compactheid, dat een

grote rol speelt in de analyse.

Definitie 1.

Een {open) overdekking van een topologische ruimte X is een stelsel

van (open) verzamelingen z8 dat X de verniging van dit stelsel is.

Een deeloverdekking van een overdekking(uuis een deelstelsel van ‘W

dat een overdekking vormt.

Definitie 2,

Een topologische ruimte X heet compact als iedere open overdekking _

van X een eindige deeloverdekking heeft.
Een deelverzameling A van X heet compact indien A als deelruimte op-

gevat compact is.

Voorbeeld 1.

Zoals we nog zullen aantonen (IV, §4) zijn de compacte deelverzame.
lingen in de E® precies de begrensde en gesloten deelverzamelingen

van de E-.

De E" zelf is niet compact. De overdekking {Om | m=1,2,...}, met

o, = {(x1,...,xn) ) x? < m}, heeft geen eindige deeloverdekking,

zoals eenvoudig is aan te tonen. Ook is het niet moeilijk om in te

zien dat een topologische ruimte met eindig veel punten altijd com-~

pact isg.

Compactheid is evenals samenhang een continue invariant zoals blijkt

uit de volgende stelling.

Stelling 1.
Als f: X, > X2 continu is en X, is compact, dan is f(X1) 0ok compact.

Bewijs.
Zij {Ua l o € A} een open overdekking van f(X1). Voor iedere o kiezen

we een V- open in X, - zodat v, n f(X1) = U,. Merk op dat
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f(f_1(Ua)) = f(f_1(Va)) =1, {f”(v ) | o € A} is een open over-

dekking van X, wegens de continuiteit van f. Omdat X, compact is,

1
heeft deze overdekking een eindige deeloverdekking, zeg
v, ) | i=1, ...,
Dan is %f(f—1(V )) | i =1, ..., n} een eindige overdekking van
S BV 1
f(X1)L Omdat f(f ](Va )) = U, s is {Ua | i =1, ..., n} een deel-
i i i
overdekking van de gegeven overdekking {Ua | o € A} van f(X1). Hier-

mee is de compactheid van f(X1) aangetoond.

Compactheid is erfelijk voor gesloten deelverzamelingen:

Stelling 2.
Een gesloten deelverzameling G van een compacte ruimte X is compact.

Bewijs.
Zij {Uu | o € A} een open overdekking van G. Voor iedere o kiezen we

een Va - open in X - met Va nx= Ua'

{X\ @G, Va | o € A} is een open overdekking ven X. Deze heeft een
eindige deeloverdekking {X \ G, Vu. | i=1, ..., n}. Dan is

{Ua | i=1, ..., n} een eindige éeeloverdekking van de gegeven

overdekking {Ua | o e A},

Voor Hausdorff ruimten geldt de omkering van Stelling 2:

Stelling 3.
Een compacte deelverzameling C van een Hausdorff ruimte X is gesloten

in X.

Bewijs.
We tonen aan dat X \ C open is. Daartoe is het voldoende om aan te

tonen dat er bij ieder punt p € X \ C een omgeving U(p) is, met

p e Ulp) ©c X\ C (vgl. II, §1, Propositie 2).

Zij q een punt van C. Omdat X een Hausdorff ruimte is, zijn er dis-
juncte omgevingen Uq(p)'resp. Up(q) van p resp. Q. (Uq(p) hangt af

van 4!). We mogen aannemen dat Uq(p) en Up(q) open zijn. Immers
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iedere omgeving van een punt bevat altijd een open omgeving van dat
punt. Nu is {Up(q) | g € C} een open overdekking van C, welke wegens
de compactheid van C een eindige deeloverdekking heeft, zeg

{Up(qT), cees Up(qn)}.
7ij U= u {Up(qi) | i

v=n{u (p) | i
. q_i
Blijkbaar zijn U en V disjuncte omgevingen van C en p. In het bij-

1, «.., n} en

1y eows D}

zonder is dus V een omgeving van p die bevat is in X \ C. Q. E. D.

Het resultaat in het bewijs van 8telling 3 kan ook zd geformuleerd

worden:

Lemma 1.
Zij C een compacte deelverzmmeling van een Hausdorff ruimte. Als

P ¢ ¢, dan hebben p en C disjuncte omgevingen.

Uit stelling 2 en lemma 1 volgt onmiddellijk het volgende resultaat.

Stelling L.

Een compacte Hausdorff ruimte is regulier.

Stelling 5.
Een compacte Hausdorff ruimte is normaal.

Bewijs.

Laat F en G disjuncte gesloten verzamelingen zijn in een compacte
Hausdorff ruimte X. Omdat X regulier is, zijn er bij ieder punt p € F
disjuncte omgevingen UG(p) resp. UP(G) van p resp. G. We mogen aan-
nemen dat UG(p) en UP(G) open zijn (vgl. bewijs van stelling 3).
Omdat F compact is, heeft de open overdekking {UG(p) | p e F} een
eindige deeloverdekking: {UG(pi) | i =1, ..., n}.

zij U = v {Uy(p;) 1

v=n{Uu_(c)]i
pi()l
Dan zijn U resp. V disjuncte omgevingen van F resp. G. Q. E. D.

1, «o.s n} en

1, «ovs 0l

L
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Laat X1 en X2 Hausdorff ruimten zijn en f: X1 -+ X2 een continue

bijectie. Dan is f niet noodzakelijk topologisch (pag. 40, de af-
beelding g in voorbeeld 3). Als X1 compact is, dan is f echter wel
topologisch, zoals we zullen aantonen in stelling 7. Voor het bewijs

van deze stelling gebruiken we de volgende:

Stelling 6.

Als X, compact is, X

1 2
is, dan is f gesloten.,

een Hausdorff ruimte 1s en f: X1 > X2 continu

Bewijs. A
7ZijJ G een gesloten deelverzameling van X1. Dan is G compact volgens

stelling 2, f(G) compact volgens stelling 1 en f(G) gesloten volgens

stelling 3. Hiermee is bewezen dat f gesloten is (II, &4, definitie 5).

Stelling T.

Als X1 een compacte ruimte is, X2 een Hausdorff ruimte is en f: X1 > X2

een continue bijectie, dan is f een topologische afbeelding.

Bewijs.
Uit stelling 6 en II, §4, stelling 2.

In definitie 1 is compactheid gedefinieerd in termen van open ver-
zamelingen. We zullen nu met het oog op latere toepassingen compact-

heid formuleren in termen van gesloten verzamelingen.

Stelling 8.
7Zij X een topologische ruimte. X is compact dan en slechts dan als

voor ieder stelsel gesloten verzamelingen {Fu l o € A} met

n {Fa | o € A} = @ er een eindig deelstelsel {Fu s eens B } is met
n{F, | i=1, ..., 0} =0, ! n
i
Bewijs. ‘
Het bewijs volgt gemakkelijk uit I, §1, stelling 2, II, §2, definitie

1 en de definitie van compactheid.
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Ter illustratie bewijzen we het "slechts dan" gedeelte. Stel X is
compact en {Fu | o € A} is een stelsel gesloten verzamelingen met
n {Fa | « € A} = . Blijkbaar is {X \ F, | a e A} een open over-
dekking van X. Deze heeft een eindige deeloverdekking
{x\F, | i =1, ..., n}. Dan is n {F | i =1, ..., n} = g.

i i
Het in deze‘paragraaf geintroduceerde begrip van compactheid werd
vroeger bi-compactheid genoemd. Voordat dit begrip ingevoerd was
verstond men onder compactheid wat wij nu rijcompact zullen noemen

(of een begrip dat hier nauw mee verwant was).

Definitie 3.
Een topologische ruimte heer rijcompact als iedere oneindige ver-

zameling een verdiechtingspunt heeft.

Het is niet moeilijk om in te zien dat een metrische ruimte rij-
compact is dan en slechts dan indien iedere rij een convergente
deelrij heeft.

We zullen nu onderzoeken wanneer de beide begrippen van compactheid

samenvallen.

Definitie U4.

Een topologische ruimte heet een Lindeld8f ruimte als iedere open

overdekking een aftelbare deeloverdekking heeft.

Uiteraard is iedere compacte ruimte een LindelSf ruimte. Een ander
type ruimte dat Lindeldf ruimte is, wordr behandeld in het volgende

voorbeeld.

Voorbeeld 2.

Een ruimte die aan het tweede aftelbaarheidsaxioma (II, §1, definitie
5) voldoet, is een Lindeldf ruimte.

Bewijs.

Zij {Oa | o € A} een overdekking van een topologische ruimte X met
een aftelbare basis {B; | i=1,2, ...}

&
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Schrijfie&ereOa als vereniging van Bi's. De hierbij gebruikte Bi's
vormen een aftelbare overdekking van X! Kies bij iedere gebruikte Bi
een omvattende Oa' Dan vormen de zo gekozen Oa's een aftelbare over-

dekking.

Stelling 9.
Een T1-ruimte X is compact dan en slechts dan als hij rijcompact en

Lindeldf is.

Bewijs.
"slechts dan". Dat een compacte ruimte een Lindeldf ruimte is volgt

direct uit de definities. Zij nu X een compacte ruimte. We zullen be-
wijzen dat X rijcompact is. Stel X is niet rijcompact. Dan is er dus
een oneindige deelverzameling Z van X die geen verdichtingspunt heeft.
Bij iedere punt p € X is er dan een open omgeving U(p) zodat

Ulp) N A=¢ of Ulp) n A =1{p}. {U(p) | p € X} is een open overdek-
king van X. Deze heeft een eindige deeloverdekking, zeg

{U(p1), cees U(pn)}.Dan is A c {p1, cees pn} en dus eindig.Dit is een
tegenspraak.

"dan". ZiJ {OB | B € B} een open overdekking van een rijcompacte
LindelSf ruimte X. Laat {Oi | i =1, 2, ...} een aftelbare deelover-
dekking van de gegeven overdekking zijn. We zullen aantonen dat deze
aftelbare overdekking een eindige deeloverdekking heeft. Stel dit is
niet het geval. Dan geldt voor iedere n dat Xu¢ U {Oi ! i=1, ..., n}.
Kies g met q ¢ v {Oi | i =1, ..., n}. Het is niet moeilijk om in
te zien dat {qn | n=1, 2, ...} oneindig is. Omdat X rijcompact is,
heeft deze verzameling een verdichtingspunt, zeg q. g ligt in een
zekere Oj. Omdat X een=Ti?ruimte is liggen oneindig veel qn's in Oj'

Dit levert een tegensprask op, want a4, ¢ Oj als n > j.

Voorbeeld 3.

De E® heeft een aftelbare basis (p. 28, voorbeeld 8) en is dus een
Lindeldf ruimte. Op grond van stelling 9 is een gesloten deelverzame-
ling van E° compact dan en slechts.dan als hij rijcompact is. (Ga na

dat een gesloten deelverzameling van een Lindeldf ruimte weer een
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LindelSf ruimte is; vgl. stelling 2). Verder is het eenvoudig in te
zien dat (zowel compacte als) rijcompacte deelruimten van E- gesloten
zijn.

Hieruit volgt dat in E® de compacte en rijcompacte verzamelingen

samenvallen.

Voorbeeld L.

Een compacte, samenhangende Hausdorff ruimte heet een continuum. Als

X een continuum is en f: X > Y een continue afbeelding is, terwijl Y

een Hausdorf ruimte is, dan is ook f(X) een continuum (vgl. §1, stel-

ling 1 en §3, stelling 2).

I.h.b. geldt voor een functie f: R +~ R het volgende:

Als f continu is, dan is het beeld van een interval weer eén interval.

Hieruit volgén dan de bekende stellingen:

1. Een reéle continue functie f gedefinieerd op een interval [a,b]
neemt alle waarden tussen f(a) en f(b) aan.

2. Een reé€le continue functie f gedefinieerd op een interval [a,b]

neemt op dit interval een maximum en een minimum aan.
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L. De eenpuntscompactific¢atie

In de functie theorie voert men - 1ak
om verschillende redenen z = *® 7
in. Vanuit topoloéisch stand-
punt bezien, houdt dit in dat
men het z-vlak opvat als topo=- -

Vd Re

logische deelruimte van de z-bol, Ve

namelijk de z-bol minus het punt
®, Een inbedding van z-vlak in z-bol kan verkregen worden met behulp
van "stereographische projectie".

In deze pragraaf zullen we een generalisatie van dit proces be-
schrijven, namelijk &e eenpuntscompactific¢atié. De eenpuntscompacti-
ficatie is een bijzondere manier om ruimten in te bedden in compacte
ruimten. Op de algemene theorie hierover komen we in hoofdstuk IV, 86
nog terug. 1 1
Nevenstaand plaatje suggereert T T - -
dat het half open interval [0,1) SN -
op verschillende manieren com- c;é; ) ~

pact gemaskt kan worden.

De eenpuntscompactifiéatie: kan slechts voor een bepaalde klasse van
ruimten uitgevoerd worden, namelijk de lokaal compacte ruimten. Het
in deze paragraaf behandelde laat zien hoe door "lokaal maken" van
een begrip - in dit geval het begrip van compactheid - een nieuwe

theorie opgebouwd kan worden.

Definitie 1.

Een compacte ruimte Y heet een compactificatie van een topologische
ruimte X als X een deelruimte is va@ Y en X dicht ligt in Y d.w.z.
X =Y. ‘

Is Y bovendien Hausdbrff, dan heet Y een Hausdorff compactificatie.

Definitie 2.

Een topologische ruimte X heet lokaal compact als ieder punt p € X

een compacte omgeving heeft.

Z
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Voorbeeld 1.
7zij X = (V,0) waarbij Vde discrete topologie is. Dan is X lokaal

compact.

Voorbeeld 2.

De EV is lokaal compact.

Voorbeeld 3.

De rationale getallen Q met de relatief topologie van R zijn niet
lckaal compact. Door voorbeeld 1 en 3 te combineren kan men inzien
dat lokale compactheid geen continue invariant is (neem V aftelbaar

in voorbeeld 1).

Stelling 1. (Eenpuntscompactificatie)

Iedere lokaal compacte Hausdorff ruimte kan door middel van ten hoog-

ste &én punt uitgebreid worden tot een compacte Hausdorff ruimte.

Voorbeeld L.
De eenpuntscompactificatie can E2 is homeomorph met de g2, Vergelijk
dit met het voorbeeld aan het begin van deze paragraaf. De eenpunts-—

compactificatie van de E- (n > 1) is homeomorph met de s”.

Stelling 2.
Een lokaal compacte Hausdorff ruimte is regulier.

Bewijs.
Zij X een lokaal compacte Hausdorff ruimte. Laat Y de uitbreiding

zijn van X tot een compacte Hausdorff ruimte (stelling 1). Y is
normaal (§3, stelling 5), dus regulier (52, stelling 2). Dus X is
regulier (§2, stelling 3).

Bewijs van stelling 1.

Stel X is een lokaal compacte, niet compacte Hausdorff ruimte. (Het
geval X compact, is triviaal.) Neem een element, zeg «, dat niet in
X voorkomt (b.v. {X}). Stel X u {=} =Y,
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Op Y definieren we de volgende topologie:

U is open in Y dan en slechts dan als
1 UnXis open in X.

[+]

2 Als » € U, dan is X \ U compact (of leeg).

a. Y met "deze topologie" is een topologische ruimte.

Het is eenvoudig in te zien dat aan 0I en 0OII voldaan is. Stel U, en

1

U2 zijn open in Y. Dan geldt dat U1 nXen U2 n X open zijn in X. Dan

is ook (U1 n U2) n X open in X. Dus U, n U, voldoet aan 1°. om te

verifiéren dat U1 n U2 aan 2° voldoet mogen we aannemen dat « € U1 en

@ € U,. Dan zijn X \ U1 en X \ U, compact (2°).

Omdat X \ (U1 n U2).= (X \ U1) u X\ U2) en omdat de vereniging van
twee compacte ruimten compact is, volgt dat X \ (U1 n U2) compact is.
Aan 2 is dus voldaan.

b. X is een deelruimte van Y (triviaal).

e¢. X ligt dicht in Y.

Als U een open omgeving is van ®, dan is X \ U compact (of leeg).
Omdat X niet compact is, is U n X % ¢.

d. Y is compact.

Zij {Uu | o € A} een overdekking van Y. Stel = U, + Den is
1
Y\U =3X\U_ compact. {U n (X\U_ ) | a € A} is een open over-
o, o, o a,
dekking van de compacte ruimte X \ U,
i
overdekking, zeg {Uu n (X \ U, ) |ii=2, ..., nl}. {Ua | i=1, ..., n}
: i T i
is dan een eindige deeloverdekking van de gegeven overdekking.

. Deze heeft een eindige deel-

e. Y is een Hausdorff ruimte.

We behoeven alleen te verifiéren dat een punt p € X en « disjuncte
omgevingen hebben. p heeft een compacte omgeving U. Volgens 83, stel-
ling 3 is U gesloten in X. Hieruit volgt dat Y \ U voldoet aan 1° en
20, dus open is in Y.

UenY\U zijn dus disjuncte omgevingen van p resp. «.
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Hoofdstuk IV. Het construeren van nieuwe ruimten,

In dit hoofdstuk behandelen we de constructie van nieuwe ruimten uit
oude door middel vean het vormen van quotientruimten (§2) en product-
ruimten (§4). De quotientruimten worden gebruikt bij de classificatie
van oppervlakken (§3). Het blijkt dat vele eigenschappen invariant
zijn voor het vormen van topologische producten zoals samenhang en

het T,-axioma (§4) en compactheid (§5). De theorie van de topologische
producten wordt gebruikt om dié ruimten die een Hausdorff compactifi-
catie hebben (III, §4), te karakteriseren (§6). Hierbij maken we ge-
bruik van de resultaten in §1, waarin het bestaan van continue reéle

functies, gedefinieerd op een topologische ruimte, wordt besproken.

§1, Het lemma van Urysohn

Stelling 1. Laat X een T1—ruimte,zijn. X is normaal dan en slechts dan
als er bij ieder tweetal disjuncte gesloten verzamelingen F en G een
continue reéle functie f: X » [0,1] bestaat met f(F) = 0 en £(G) = 1.

Stelling 1 staat bekend als het lemma van Urysohn. Deze stelling geeft
in het bijzonder een voldoende voorwaarde (namelijk normaliteit) voor
het bestaan van niet constante continue re€le functies op een topolo-
gische ruimte. Door Hewitt zijn voorbeelden geconstrueerd van reguliere
topologische ruimten waarop iedere continue re&le functie. constant is.

Voor het bewijs van stelling 1 gebruiken we lemma's 1 t/m 3.

Lemma 1. Laat D een deelverzameling van de reéle getallen zijn zodat
D = [0,»).
Laat aan iedere t ¢ D een deelverzameling Ft van een vaste verzameling

X toegevoegd zijn zd dat
[+
1. Als t < s, dan Ft < Fs’
o

2. u{F, [t eD} =X

Laat f: X > R gedefinieerd zijn door f(x) = inf {t | x € F 1.

&
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Dan is

() {x | #(x) < s}

U{Ft | t €D, t < s} en

(»+) {x | £(x) < s} n{Ft | t € D, t > s} voor ieder redel el .

getal s > O,

Bewijs. (*) Als x ¢ {x | £(x) < s}, dan i% f(x) < s. Er is dan een

ty < s met x € Fto. Dus x € U{Ft | t+ < s}.
Omgekeerd, als X € U{Ft | t < s}, dan x ¢ F,_ met t, < s. Dus

0 0
£lx) ¢, < s,

(#») Stel f£(x) < s. Dus inf {t | x E‘Ft} < s. Dan is, als

u>s,ereent metxeF ent, <u. Uit 1° volgt x € F_, Dus
0 to 0 u

X € h{Fu | uw > s}. Omgekeerd, als x € n{Ft;] t > s}, den is x € F,

voor iedere t € D met t > s. Omdat D dicht ligt in [0,~) geldt dan

£(x) < s.

Opmerking. Uit voorwaarde 2° volgt dat f goed gedefinieerd is (ga na).

Dit geldt ook voor de functie in het volgende lemma.

Lemma 2. Laat D een deelverzameling van de reéle getallen zijn zodat
D = [0,). '

Laat san iedere t € D een open deelverzameling Ft van een vaste topo-
logische ruimte X toegevoegd zijn z3 dat

17, Als t < g, dan is F, cF
t s

7]

2. ulF, | t+ e D} = X.

Dan is de functie f: X » R, gedefinieerd door f(x) = inf {t | x e Ft}’

continu.

Bewijs. We moeten nagaan dat het origineel van een open verzemeling
open is. We verifieren dit voor de subbasiselementen {t | t < s}en

{t | t > s}, s € R. Daarna kan het bewijs afgemaskt worden met behulp
van I, §1, stelling 1.
0 is f-T({t|t<s}) =@ en

e

We mogen sannemen dat s > 0, want voor s
(1 ]t>8}) = x.
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£ ({6 ]<s}) = {x | £(x) < s} = U{F, | t €D, t < sl
(%)
Omdat iedere F, open is, is dus f_1({t]t<s}) open. Vervolgens tonen

we aan dat f—1({t|t§s}) open is. Hiertoe laten we zien dat
£ ({t|t<s}) gesloten is.

f_1({tlt§§}) = {x | £(x) < s} (+3%) MFy | t € D, t > s}.

Nu is n{Ft | t €D, t >s}c n{f£ | t € D, t > s}, |
Omdat D dicht ligt in [0,») is er bij iedere t > s een r € D met

t>r>s. Uit 1 volgt dan F; c Ft’ en dus is
n{f; | r e D, r > s} c n{F, | t €D, t > s},
Derhalve geldt:

f_1({t|t§§}) = n{F£ | t € D, t » s}.

Omdat f¥ gesloten is, geldt dat f_1({tlt§§}) gesloten is.

Lemma 3. Laat X een normale ruimte zijn. Dan is er bij iedere geslo-
ten verzameling A en iedere omgeving U van A een open omgeving V van
Amet AcVeVcu,

Bewijs. Laat A een gesloten verzameling zijn en U een omgeving van A.
We mogen aannemen dat U open is. Dan zijn A en X \ U disjuncte geslo-
ten verzamelingen. Deze hebben disjuncte omgevingen, zeg V en W; hier-
bij mogen we weer aannemen dat V en W open zijn.

Dus Ac VenX\UcHW,

Omdat W open is, is Vn W= @; dus V < U.

Bewijs van stelling 1.

"dan" Laat F en G disjuncte gesloten verzamelingen in X zijn.
Zij £: X » [0,1] continu, terwijl £(F) = 0 en £(G) = 1.
Dan zijn f-1([0,%)) resp. f—1((%,1]) disjuncte omgevingen van F resp. G.

"slechts dan" We zullen lemma 2 toepassen. Zij D = {p.2 % P en g ge-
heel, positief}.
Voor t ¢ D, t > 1, zij Ft = X.

Voor t = 1, zij F,_ = X \ G.

t
Laat FO een open verzameling zijn met F c FO c FO c X\ G (lemma 3).
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Voor 0 <t < 1ent € D, schrijven we t in de vorm t = (2m+1) o1,
Met volledige inductie (naar n) definieren we nu F(2m&1)2—n als een

open verzameling met

F . cF L CF L CF .
om. 2 (2m+1)2 (2m+1)2 (2m+2)2

Zo'n open verzameling bestaat op grond van lemma 3. Toepassing van

lemma 2 geeft nu de gevraagde continue functie.
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§2. Quotientruimten

Definitie 1. Zij V een verzameling. Een decompositie (partitie) van

V is een stelsel paarsgewijs disjuncte verzamelingen {Fa | o € A},

waarvan de vereniging V is.

Definitie 2. Zij X = (V,0) een topologische ruimte en Q = {Fa | o ¢ A}

een partitie van V. De guotientruimte (behorende bij de partitie Q)

heeft als punten de elementen van Q.

Een deelverzameling A van Q (A is dus een familie van verzamelingen
- ) . 4

F,) is open in de quotient- L //Cj:;;/ X

ruimte dan en slechts dan F1 F2 /F;//Fh’ Fé/ F6

als u{F, | F, € A} open is < L T

SN ey S
A

De projectie (quotientafbeelding)

van X op Q, genoteerd met w, is

gedefinieerd door w(x) = F'B dan

en slechts dan x € FB'

Voorbeeld 1. Zij X de volle

cirkelschijf:
X = {(x,.x )1x2 +x° < 1}.
1272 1 2 —

Laat de partitie Q uit de
volgende elementen bestaan:

{(x,,x.)} voor x> + x2 <1
1272 1 2 5

2 -
{(x1,x2), (—x1,x2)} voor x + x, = 1.

De quotientruimte is het bolopper-

vlak (portomonnaie met knipsluiting).

Voorbeeld 2. Zij X het volle vier- |

kant: X =‘{(x1,x2)i[xil < 1, i=1,2}. :

We definieren op X de volgende

equivalentierelatie: ieder punt is - «—_ﬁ- -
equivalent met zichtzelf;

Vérder (-1,x) v (+1,x) als x| < 1. l

en (x4=1) v (x,1) als |x| <it.
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Bij zo'n equivalentierelatie hoort

. y
een partitie van X in equivalentiew
klassen (I, §3, stellingf1). De quo- (( (( ('(( ( ()

tientruimte bij deze partitie is een

torus, De plaatjes suggereren een

constructie in twee stappen.

Zo'n equivalentierelatie als in

a
voorbeeld 2 kunnen we kortweg aan- II1

geven zoals in nevenstaand plaatje b b A

is gedaan. We identificeren boog I v I
met IIT en boog II met IV, a

I
Preciezer gezegd: Neem een homeomorphisme f tussen boog I en III zo

dat de orientatie, aangegeven met pijlen, behouden blijft. Dan defini-
eren we een eguivalentierelatie als volgt: ieder punt is equivalent
met zichzelf, p € I en q € III zijn equivalent als g = f(p). Analoog
worden boog II en IV behandeld.

Voorbeeld 3. Zij X het volle vierkant (zoals in voorbeeld 2). De

identificatie van de rand van X is

aangegeven in nevenstaand plaatje. ¢

. . . . . . S
De quotientruimte bij deze identi-~ ’///- -
. . S SRy
ficatie heet de MSbius band. Een by s .;"b
goede voorstelling van de MSbiusband v

kan men krijgen door van een lange

strip papier de einden aan elkaar te plakken, nadat men er een halve
slag in heeft gelegd.

Onderstaande plaatjes geven enige "knip" ocefening met de MSbiusband

aan

c
4

L 4

5
|
1
¥
1
.{..

~—l7
Py

—
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Voorbeeld 4. Componenten ruimte. Zij X een topologische ruimte. We

definieren op X de volgende equivalentierelatie.

x vy dan en slechts dan als x en y tot dezelfde component behoren.
De quotientruimte bij de partitie geinduceerd door deze equivalentie
relatie heet de componentenruimte van X.

Men kan bewijzen dat de componentenruimte van een compacte Hausdorff

ruimte een compacte totaal onsamenhangende Hausdorff ruimte is.

Het is nuttig om bij de volgende stellingen de relatie met analoge
stellingen uit de grmepentheuﬁiena te gaan (vervang continue afbeel-

ding door homeomorfisme; quotientruimte door factorgroep).

Stelling 1. 2Zij Q een quotientruimte van een topologische ruimte X
en T de quotientafbeelding.

Dan is m continu.
Bewijs. Volgt direct uit definitie 2.

Stelling 2. Zij Q een quotientruimte van een topologische ruimte X
en ™ de guotientafbeelding.
Een afbeelding f: Q -+ Y is continu dan en slechts dan als f » 7: X > Y

continu is.

Bewijs. “slechts dan". triviaal.

"dan". Zij U open in Y. Nu is f—1(U) =7 -(f-n)_1(U).
Omdat £ » m continu is, is

(£:1)7'(U) open. (£+m)” (V) is de X—1 5@
vereniging van elementen van de f:;\\\\\*l £
partitie die hoort bij Q. Dus !

ﬂ(f'ﬂ)-1(U) is open in Q volgens definitie 2.

Stelling 3. Zij f: X -+ Y een continue surjectie. Laat Q de quotient-
ruimte zijn behorende bij de partitie {f—1(y) | ¥ € Y}, Dan is er een

continue bijectie $: Q > Y zodat het diagram
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X ————————9 Y

~it

commutatief is.

Is bovendien f gesloten of open, dan is ¥ een topologische afbeelding.

Bewijs. Zij p € Q. Dan is p = f-1(q) voor precies één g € Y. Defini-
eer dan: Y(p) = q. Het is gemakkelijk om in te zien dat ¥ een bijectie °
is. ¢ is continu volgens stelling 2. Stel nu dat f open is. We tonen
aan dat ¢ open is. ¥ is dan een topologische afbeelding volgens (II,

§4, stelling 2). (Het geval dat f gesloten is, kan analoog behandeld o
worden.) Zij U een open verzameling in Q. ¥(U) = £ - n_1(U). ﬂ—1(U)

is open (stelling 1). Omdat f open is, is f - ﬂ_1(U) open. Dus ¥(U) is

open. Dus ¥ is open.

Voorbeeld 5. Als X compact is en Y een Hauddorff ruimte, dan is een
continue afbeelding f: X -~ Y gesloten volgens (III, §3, stelling 6).
In dat geval is de afbeelding ¥ in stelling 3 dus een topologische
afbeelding.

In het algemeen is de afbeelding ¥ in stelling 3 niet noodzakelijk
topologisch, Een voorbeeld waarin ¥ niet topologisch is, is het
volgende: X = (V,Q1) en Y = (V,Qg) waarin Q, de discrete topologie
en Q2 de indiscrete topologie is. De identieke afbeelding £ van V
op zichzelf is een continue bijectie f: X -~ Y. Het is duidelijk dat

in dit geval Q homeomorf is met X. ¢ is dus niet topologisch.

In voorbeeld 1 tot en met 4 zijn de elementen van de partitie gesloten.
Dit hangt samen met de volgende stelling die volgt uit stelling 1 en
I11, §2, stelling 1.

Stelling 4. Zij Q een quotientruimte van een topologische ruimte X
en {FB | B € B} de bij Q behorende partitie. Q is een T1—ruimte dan

en slechts dan als iedere FB gesloten is.

Ea
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§3. Oppervlakken

Definitie 1. Een gesloten oppervlak is een compacte samenhangende

metrische ruimte, die lokaal twee-dimensionaal Euclidisch is d.w.z.

ieder punt van de ruimte heeft een omgeving die homeomorf is met E2.

De 82 en de torus (§2, voorbeeld 2) zijn voorbeelden van een gesloten

oppervlak. De MSbiusband is géén gesloten oppervlak (§2, voorbeeld 3;

in de randen c en a is de MSbiusband niet lokaal Euclidisch).

Men kan bewijzen dat ieder gesloten oppervlak verkregen kan worden uit
een gesloten cirkelschijf, waarvan de rand in‘een even aantsl bogen is
verdeeld welke twee aan twee worden geldentificeerd (vgl. §2, voor-
beeld 2). (Voor een bewijs zie H. Seifert en W. Threlfall, Lehrbuch
der topologie, hfdst. VI.)

In deze paragraaf geven we enige voorbeelden van ruimten die verkregen
worden uit een gesloten cirkelschijf door identificatie van bogen op
de rand. Aan het slot van de paragraaf vermelden we dan de klassifi-

catie van de gesloten oppervlakken.

1. a Door identificatie van de bogen op
de rand zoals sangegeven in neven-
c b staande figuur ontstaat een hengsel

(= torus met gat).

e

De identificatie van de bogen op de cirkel kunnen we kort sangeven met
cab a.—1 b-1. Hierbi] hebben we een vaste driéntatie op de cirkel ge-
nomen - in dit geval rechtsom - en we geven een boog bv. aan met a als
de oriéntatie van a overeenstemd met de gekozen ori&ntatie en we geven
een boog aan met a-1 als de oriéntatie van a tegengesteld is aan de

gekozen oriéntatie.
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2. We tonen nu aan dat een torus P

ontstaat door samenvoegen van bol P
met gat en een hengsel. We gaan b b
daarbij uit van de torus waarin we - P

een snede aanbrengen (vgl. openen
van kartonnen melkpak). Daatna
vouwen we de torus open en

knippen hem door.

3. Door identificatie van bogen op de cirkelrand aangegeven door het
schemsa a b a-1 b“1 cd 0_1 d_1 ontstaat een gesloten oppervlak dat
ontstaah gedacht kan worden door samenvoegen van een bol met twee

gaten en twee hengsels.

- (g)+ +
@—=Dm

I.h.a. onkstaat uit een cirkelschijf door identificatie volgens het
-1 =1 -1 =1
schema a, b1 a b1 see 8y bh &y bh een bol met h gaten waarop h

hengéels worden geplakt: een bol met h hengsels.
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4, Door diametraalpuntsidentificatie
van de cirkelrand ontstaat uit de

cirkelschijf het projectieve vliak.

We kunnen het projectieve vlak ook
verkrijgen door uit het bolopper-
vlak een gat te snijden en dan op

de rand diametraalpuntsidentificatie
toe te passen.

Zo'n gat met diametraslpuntsidenti-

ficatie van de rand heet een kruis-

muts.

5. Uit de cirkelschijf ontstaat door identificatie van bogen op de

rand volgens het schema &, 8, ++. 8 a8, een bol met k kruismutsen.

Stelling 1. Een gesloten oppervlak is homeomorf met een bol met h
hengsles of een bol met k kruismutsen.

(Voor een bewijs zie Seifert en Threlfall l.c.).

6. Een bol met 2 kruismutsen heet ook wel de fles van Klein.

*m

b . 0
+
a b = aRb
4
‘ D }
a

If

fies van Klein. m
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§k, Topologische producten

We definieren eerst eindige topologische producten.

Definitie 1. Laat X, = (Vi,ﬁg), i=1, ..., n, topologische ruimten

zijn. Het topologisch product H{Xi l i=1, «v., n} van X1, ceny Xn

heeft als punten de elementen van het Cartesisch product
H{Vi | i=1, ..., n }I, §2, definitie 1) en als basis voor de open
verzamelingen de Cartesische producten.H{Ui | i =1, ..., n}, waarbij

Ui € @E.

Voorbeeld 1. E = I{X, | X, =&, i=1, ..., n}

_——— e ey

-
: ] ' EP
1 . W !
E | :
' L7}
L -
ET
Definitie 2. s I[{’V"j | =1, ..., n} = Vi gedefinieerd door

de

wi((v1,...,vn)) = v, heet de natuurlijke projéctié op de i ~ coordinaat.

Het is eenvoudig in te zien dat de volgende definitie equivalent is met

definitie 1.

Definitie 3. Laat Xi = (Vi,Oi), i=1, ..., n, topologische ruimten

zijn. Het topdlogische product I{X, | i =1, ..., n} van Xps vees X
heeft als punten de elementen van het Cartesisch product
H{V. l i= 1, ..+, N} en als subbasis voor de open verzamelingen de

collectle {n Y(u) ] U e 01, i=1, «v., n}

/

ngi\ll %ggz. 3&33&
E1 ‘ :
\ |

A-‘-g‘_-—_——-\—— et -—-—J

y)
-~ e

(x) We zullen aantonen dat het eindig product van samenhangende (resp.

compacte) ruimten weer samenhangend (resp. compact) is.
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We willen nu het topologisch product H{Xu | @ € A} van de collectie
van topologische ruimten {Xa | o € A} (A oneindig) definieren en wel
z6 dat (*) blijft gelden. Hierbij blijkt definitie 1 niet geschikt,
doch definitie 3 wel.

We brengen eerst de definitie van Cartesisch product in herinnering
(I, 85, definitie 1). Het Cartesisch product H{Va | o € A} van de
familie {Va | o € A} is de verzameling van alle functies

£ 4> u{V) | o € A} met f(a) e V, voor alle o € A,

Definitie k. Mg H{Vﬁ | o € A} VB’ gedefinieerd door WB(f) = £(B)

heet de natuurlijke projectie op de Bde coordinaat.

Definitie 5. Laat X, = (Va’ou)’ o € A, topologische ruimten zijn. Het
topologisch product H{Xa | o € A} van het stelsel {Xa | @ € A} heeft

als punten de elementen van het Cartesisch product H{Va ] a € A} en
als subbasis voor de open verzamelingen de collectie
-1
{r (U) | UeO, acAl,
Merk op dat B = {n{nai(Ui) | i =1, ...y n} | U; e Oai, o, € A,
n=1, 2, 3, +v+} blijkbaar een basis is voor H{Xa | o € A}. Een
element van B is van de vorm H{Zu | & € A} waarbi] Za =V, voor alle
o met slechts eindig veel uitzonderingen, zeg Gys voes O3 hiervoor
isZ €0 .
o, o
i i
De volgende twee stellingen zullen we geregeld gebruiken,
Stelling 1. Laat {Xa | o € A} een stelsel topologische ruimten zijn

gt H{Xa | o e A} » X

De natuurlijke projectie = is continu en open.

B

| Bewijs. Als U open is in XB’ dan is w;1(U) per definitie open in

mx, | @ € A}. Dus m, is continu.

B
Om aan te tonen dat ﬂB open is, beschouwen we eerst een element van de
basis B (alinea voor stelling 1). Zo'n element heeft de vorm
m{z, | @ € A}. Hierin is iedere Z, open in Z . ﬂB(H{Za | o e a}) = Zg
en dus is het beeld van dit basiselement onder de afbeelding mgoopen.
Is"U een willekeurige open verzameling uit H{Xa I o € A}, dan is U de

vereniging van elementen uit B. Pas nu I, §2, stelling 1 toe.
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Stelling 2. 2ij f: X » I{X, | o € A},
Dan is f continu dan en slechts dan als LI f continu is voor iedere

o € A,

Bewijs. '"slechts dan" triviaal.
-1

g (U

"dan" Zij eerst U een subbasiselement van H{Xa laecal:u=n B)

met UB open in X,.

Dan is f*1(U) = ¢

-1 P
T (UB) = (HB f)_1(UB)'
Wegens de continuiteit van o f is £ (U) open. Pas nu I, §2, stel-

ling 1 toe.

Gevolg 1. Laat 0: A > A een bijectie zijn. De afbeelding f:
H{Xa | o € A} ~ H{Xo(u) | o € A} gedefinieerd door £(g)(o(a)) = gla)s,
g € II{Xu | o € A} is topologisch. Het topologisch product is dus onaf-

hankelijk van de volgorde van de factoren.
We geven nu de topologische definitie van de grafiek van een functie

f: X=» Y.

Definitie 5. Laat F: X > Y een afbeelding zijn. De grafiek Xf van

eerd door X, = {(x,y) | v = f(x)}.

Stelling 3. Als f: X » Y continu is, dan is de grafiek Xf van f

homeomorf met X.

Bewijs. Zij m de natuurlijke projectie van X x Y op X en w | Xf = g,
g is continu (stelling 1) en bijectief (definitie afbeelding). Ten-
slotte tonen we aan dat g open is (merk op dat de restrictie van een
open afbeelding niet noodzakelijk open is). We nemen eerst aan dat
U= U1 X U2 waarbij U1 open is in X en U2 open is in Y. We tonen aan
dat g(Uan) open is in X.

g(UnX,) = n(UnX;) = {x | (x,f(x)) e U=1U, x U}

1 2
f(x) e U2}

£
={x | xe Uys

-1
= U1 nf (U2).

Omdét f continu is, is g(Uan) open.
Pas nu I, §2, stelling 1 toe (vgl. bewijs stelling 1).
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We onderzoeken nu de invariantie van topologische eigenschappen voor

het vormen van producten.

Stelling b. ‘Het topologisch product H{Xa | @ € A} van een familie

van Hausdorffruimben is een Hausdorffruimte.

Bewijs. Zij f, g € H{Xu | @ € A} en £ 7 g.
Dan is £(B) = g(B) voor zekere B € A,

r(B), &(B) « XB. Omdat XB een Hausdorffruimte is hebben f(B) en g(B)
disjuncte open omgevingen, zeg U1 en U2. Hieruit volgt dat n;1(U1) en

ﬂ;1(U2) disjuncte omgevingen van f en g zijn.

Stelling 5. (Tychonoff) Het topologisch product H{Xa | o € A} van een

familie van compacte ruimten is een compacte ruimte.

Bewijs. Het bewijs voor oneindige producten wordt in de volgende
paragraaf gegeven. Hier geven we een bewijs voor eindige producten.
Het is voldoende om aan te tonen dat het product van twee compacte

ruimten compact is (daarna volledige inductie).

Laat X en Y compacte ruimten zijn. Zij eerst {Ua | o € A} een over-
dekking van X x Y, waarbi] Ua = Va x wa met Vu open in X en W, open

in Y. Voor een vaste y € Y beschouwen

we Xy = {(x,y) | x ¢ X}. X& is homeo-

morf met X zoals gemakkelijk is in te y
zien (kan ook met stelling 3 aangetoond -

N . . X ¥ I § T
worden). Xy is dus compact. Hieruit vy WA/ (/7444 y

volgt dat er a1,

r
X, < ulv, xw | i =1, ..., n}.
1 1
7ij v, = n{V“i | i=1, ..., n}. Dan is X
X x Ve oV, x W, | i=1, ..., nl.

vosy O bestaan zodat =

Bij het punt ¥ is e% dus een open omgeving Vy z0 dat de "strook".

X % V& door eindig veel Va x Wa overdekt wordt. Bij ieder punt ¥y € Y
nemen we nu een open omgeving Vy zodat de strook X x Vy door eindig -
vekl Va X W& overdekt wordt. Omdat Y compact is, heeft de overdekking

v I ¥y € Y} een eindige deeloverdekking, zeg V. , vo., V_ .
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Dan wordt X x Y overdekt door eindig veel stroken X x V&, terwijl =
ieder strook weer door eindig veel Vu X Wa overdekt wordt. Dus X X Y
wordt door eindig veel V, * W, overdekt.

Zij nu {CB | B € B} een willekeurige open overdekking. Kies bij ieder:

punt (x,y) € X X Y en iedere Cq met (x,y) € C, een U, =V, *W, (zie

B

boven zodat

(x,y) € v, * Wa c CB'

De zo verkregen collectie {Va * W, | o€ A1} is een overdekking van

X x Y, die een eindige deeloverdekking {Vﬁ x Wa I i=®1, vie, nt

. i i '

heeft. Kies nu bij iedere Vu X Wa een omvattende CB.
i i

een eindige deeloverdekking van {CB | B € B} op. Q.E.D.

Dit levert

Stelling 6. Het topologisch product H{Xu | o € A} van een familie

van samenhangende ruimten is samenhangend.

Bewijs. ZiJj eerst X en Y samenhangend. Bij ieder punt (x,y) € X x ¥

beschouwen we de samenhangende verzameling

Ay = ((87) | t e Xt ui{(x,t) | te ¥}

Pas nu III, §1, stelling 2 toe: X X Y is dus samenhangend. Met vol-

ledige inductie volgt hieruit dat een eindig product van samenhangende

ruimten weer samenhangend is.

Zij nu Xq samenhangend voor o € A,

Laat f een vast punt zijn uit H{Xa | @ € A}, (Denk eraan:

£: A > u{X, | aeA},)

zija=1{g | ge¢ H{Xa | o € A}, gla) = £(a) op eindig veel uitzonder-
ingen nal.

We zullen aantonen dat Q samenhangend is en dat Q = H{Xa | o € A}. De

stelling volgt dan uit III, §1, stelling 3. Laat q € Q en stel dat

f(a) # g(a) voor Gis sevy O

zij R=1{n | h e M{X | o € A}, h(a) = £(a) voor a ¢ {ags eeey o}

Dan f, g € R € Q. Bovendien is R homeomorf met Xa X .. X Xa . feng
1 n
behoren dus beide tot de samenhangende verzameling R. Omdat g een wille-

keuﬁig element uit Q is, volgt de samenhang van Q uit III, §1, stelling 2.
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We tonen nu aan dat een willekeurig punt h € H{Xa | o € A} verdichtings-
punt van Q is. Zij U een omgeving van h. We mogen asannemen dat U van de
volgende vorm is: U = H{Za | o € A}, waarbij Za = Xa voor alle o met

"Elechts eindig Weel uitzonderingen, zeg Gys vees @3 hiervoor is Za
open in X (vgl. opmerking voor stelling 1). *
i

Definieer nu k € H{Xa | o € A} door

k(a) = £(o) voor o ¢ {a1, ...,Lan} en

k@ui) € Zai voor o € {a1, cees un}. Dan is k € @ n U.
In het bijzonder is dus Q n U # @, Dus h is verdichtingspunt van Q.
Opmerking. Zij N de verzameling van de natuurlijke getallen. De ele-
menten van het topologisch product H{Xh | n € N} geven we aan met
(x1,x2,...) in plaats van met f: N - U{Xn | n e N}; hierbij is

x; = £f(i), 1 € N.

Voorbeeld 2. Een doublet D is een discrete ruimte bestaande uit twee
punten:

D = ({0,1}, {g, {0}, {1}, {0,1}}).

Het Cantordiscontinuum is het aftelbaar topologisch product van
doubletten: II{Di | D. =D, i e NI. '

Het Cantordiscontinuum werd door Cantor ingevoerd als

a
—%; a =0of2}. 0 '
13 0 1 2

é ={x | x=
n

ilo~18

Een voorstelling van C verkrijgt men
door uit [0,1] het interval (%3%)
weg te laten; vervolgens van de
resterende intervallen weer het -
middelste derde weg te laten enz.
We definieren een topologische afbeelding f: C - H{Di | i € N} door

(] 8=l 2, 330,

ey o 2°2°72

Ga na dat f topologisch is (gebruik eventueel stelling 2). Door de
voorstelling van het Cantorcontinuum als aftelbaar product zien men

met weinig moeite in dat het Cantordiscontinuum homogeen is. D.w.z.



76

als p, 9 € C, dan is er een topologische afbeelding f: C > C met

f(p) = q.

Voorbeeld 3. De separabele Hilbertruimte H kan als volgt gedefinieerd -

worden:
H={x | x= (x1,x2,...), x; € R, 121 x5 < o}

met de metriek p bepaald door:

(x,y) = (2 LS

De fundamentaalbalk van Hilbert F is een deelruimte van H bepaald door

F={x| x-= (x1,x2,...), x; € R, {xil

< 4},
- 1

F is homeomorf met het aftelbaar topologisch product van gesloten
intervallen: H{Ij | I, = [-1,11, j € N}.

Een topologischefafbeeldiﬁg fi H{%. I j € N} > F is gegeven door
£((x)5%ps%g5000)) = (X5 500 32 T +++)+ Ga it na.

Men kan bewijzen dat H{Ij | j € N}, en dus ook F, homogeen is.

(lasig bewijs) Dit is voor het eerst bewezen door Anderson (1963).
Ook kan bewezen worden dat de separabele Hilbertruimte H homeomorf is
met het aftelbare topologisch product van reéle rechten:

H~MR, | R; =R, i ¢ N} (Anderson 1966).
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§5, Stelling van Tychonoff

In deze paragraaf bewijzen we de stelling van Tychonoff (vorige para-
graaf, stelling 5) en het zgn. lemma van Alexander. Als hulpmiddel bij
het bewijs gebruiken we het begrip van filter (N. Bourbaki).

Definitie 1. Een stelsel deelverzamelingen F van X heet een Ffilter
op X als:

F1. Als Ge Fen Gc H, dan He F,

F2. Als G, eF,i=1, ..., n, dan n{g | i =1, ..., n} e F,

F3. ¢ ¢ F.

Voorbeeld 1. Zij A een niet lege deelverzameling van X, Het stelsel

van alle omgevingen van A, het omgevingssysteem van A, is een filter.

Het volgende lemma zullen we enige keren gebruiken.

Lemma 1. Laat {Fa | o € A} een stelsel verzamelingen zijn z8 dat

n{Fa | i =1, ..., n} # ¢ voor ieder eindig deelstelsel
i
{F, |i=1,2,...,0}. 21 G={G |E§{a1,...,un} c A met
i
F N ...nF <Gl Dan is G een filter dat {F, | o € A} omvat.

0.
1 n

Bewijs. We gaan na dat aan F2 voldaan is (Ga F1 en F3 zelf na.) Stel

G. € G. Voor iedere i zijn er dan o,,, ..., 0. zodat
i 11 ing
”{Fu,. | 3 =1, ..., ni} c Gi' Dan is
1J
n{Faij | 3=1, ..., n; i=1, ..., n} c n{Gi | i =1, ..., n}.

Dus n{G, | i =1, ..., n} € G,

Definitie 2. Laat F1 en F2 filters zijn op X.
Als F1 S F2’
Als F1 c F2 en F1 z F

dan heet F2 fijner dan F1.

5> dan heet Fg echt fijner dan F1.

Definitie 3. Een filter F op X heet een ultrafilter als er geen filter
béstaat, dat echt fijner is dan F.
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Stelling 1. Ieder filter is bevat in een ultrafilter.

Stelling 1 wordt hier niet bewezen. Voor het bewijs maakt men gebruik
van het keuze axioma (of het lemma van Zorn, dat hiermee equivalent
is).

De twee volgende stellingen geven de belangrijkste eigenschappen van

ultrafilters weer. \

Stelling 2. Laat F een filter zijn op X.
F is een ultrafilter dan en slechts dan als aan de volgende voorwaar-
de voldaan is: Voor alle A en B:

AMls AuBe F,dan A e Fof BeF. (%)

Bewijs. '"slechts dan".

Stel F is een ultrafilter en aan de voorwaarder (*) is niet voldaan:
AuBeF,Ad¢F enBd¢ F voor zekere A en B.

7ij G={M | AuMe F}.

- Het is eenvoudig na te gaan dat G een filter is.

FcGenF=Gwant Be G\ F,

Het filter G is dus echt fijner dan F. Dit is in tegenspraak met het
feit dat F een ultrafilter is. ‘

"dan". Uit F1 volgt, dat altijd X € F. Uit voorwaarde (*) volgt dan

dat voor iedere deelverzameling Y van X geldt:

Y € F of (X\Y) € F.

Stel nu dat G echt fijner is dan F. Stel Y € G \ F.

Dan (X\Y) ¢ G (anders § = Y n (X\Y) € G). Dan (X\Y) ¢ F. Dus Y ¢ F,

Tegenspraak. |

Gevolg 1. Zij F een ultrafilter op X. Als U{Ai | i=1, ..., n} e F,

dan is er een j zodat Aj e F.

Stelling 3. Zij F een ultrafilter op X, Als G n F # ¢ voor alle
FeF, dan G € F.

Bewijs. 2ij G = {H | (@FeF)(GnFcH)}.

G is een filter (lemma 1; vervang {Fu | o € A} door F u{G}), dat fijner
is dan F. Omdat F een ultrafilter is, geldt F = G. In het bijzonder is
GeG=F,
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We beschouwen nu filters op topologische ruimten.

Definitie 4. 7Zij F een filter op een topologische ruimte X. We zeggen
dat F convergeert naar x € X als F fijner is dan het omgevingssysteem
U(x) van x. F heet convergent als er een x is zodat F convergeert naar

X

We kunnen nu compactheid als volgt karakteriseren.

Stelling 4. Een topologische ruimte X is compact dan en slechts dan

als iedere ultrafilter op X convergent is.

Bewijs. '"slechts dan". Zij F een ultrafilter op X. Beschouw

G={F | Fe.F}. Uit III, §3, stelling 8 volgt nu nG = @§. Zij x e nG.
Dan x € F voor iedere F ¢ F. Hieruit volgt dat als U een omgeving is

van x - d.w.2z. U € U(x) - dan Un F # @ voor iedere F ¢ F. Uit stelling
3 volgt dan U € F. Dus U(x) < F en F convergeert naar x.

"dan". Stel {Ua | o € A} is een open overdekking van X welke geen
eindige deeloverdekking heeft. Zij Fa = X\ U,> @ € A, Dan is

ﬂ{Ed' | i =1, ..., n} # § voor ieder eindig deelstelsel

{a1,l..., an} c A,

7ij F = {F | @{og,een 0} < A)(n{Fa.["‘i-*‘l,;..,n} c F)},

Volgens lemma 1 is F een filter dat %Fa | o € A} omvat. Zij G een ultra-
filter dat fijner is dan F (stelling 1). G is convergent volgens het ge-
geven. Stel G convergeert naar x. Dan U(x) ¢ G. In het bijzonder is dan
UnF# @ voor alle U € U(x) en alle F € {F, | o € A},

Omdat iedere Fa gesloten 1is, volght x € n{Fa | o € A}, Maar dan

x ¢ U{Ua | o € A}. Dus {u, | @ € A} is geen overdekking. Tegenspraak.

Stelling 5. {(Lemma van Alexander)

Een topologische rukmte X is compact dan en slechts dan als er een subw
basis  voor de open verzamelingen van X bestaat zd dat iedere overdek-

king:van X met elementen van S een eindige deeloverdekking heeft.

Bewijs. 'slechts dan". Triviaal.
"dan". Stel S is een subbasis voor de open verzamelingen van X die%vol—
doet aan de voorwaarden van de stelling. Stel dat X niet compact is.

Volgens stelling 4 is er dan een ultrafilter F op X dat niet convergent
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is. Zij x een willekeurig punt uit X. Omdat F niet convergent is, con-
vergeert F niet naar x. Dus het omgevingssysteem U(x) van x is niet be-
vat in F. Er is dus een omgeving U van z, met U % F. Nu kiezen we

s, €S,i=1, ..., nzodat x € nfs; | i=1, ..., n} € U, Omdat U ¢ F,
geldt Sj ¢ F voor zekere j (F1 en F2). We noemen dit subbasiselement 8,
Voor ieder puht x € X is er dus een S, € S met x € Sx en Sx ¢ F.
Beschouw de overdekking {Sx | x € X}. Deze overdekking heeft een eindige

deeloverdekking, zeg {Sx s sves SX ).
1 n
Omdat X = U{Sx | i=1, ..., n} en X € F, geldt dat Sx € F voor

i J
zekere j (gevolg 1). Dit is een contradictie.
Een toepassing van stelling 5 wordt gegeven in het wolgende voorbeeld

en in het bewijs van stelling 6.

Voorbeeld 2. Het interwal [a,b] is compact. We tonen dit als volgt

aan. Het stelsel van alle verzamelingen van de vorm

{x | c<x<bl,a<c<bendi{x | a<x<c),a<c<bis een sub-
basis voor de open verzamelingen van [a,bl.

Laat U een overdekking zijn van [a,b] met elementen uit deze subbasis.
7zij p = inf {c¢ | (c,b] € U}. Dan is er een 4 > p zodat [a,q) € U (en
dus p € [a,q)). Kies nu een r € (p,q) zodat (r,blce U, Dan is

{La,q), (r,b)} een overdekking van [a,b]l die uit twee elementen bestaat.

Voorbeeld 3. Uit voorbeeld 2 en §b4, stelling 5 volgt dat het product
van eindig veel intervallen compact is.

Met III, §3, stelling 2 volgt hieruit dat iedere begrensde gesloten
deelverzameling van de En compact is. Omgekeerd is een compacte deel-
verzameling van de B gesloten (III, §3, stelling 3) en begrensd

(vgl. III, 83, stelling 1).

De compacte deelverzamelingen van de E zijn dus juist de begrensde en

gesloten deelverzamelingen van de En.

Stelling 6. (Tychonoff). Het toplogisch product H{Xa | o € A} van een

stelsel topologische ruimten {Xa l a € A} is compact dan en slechts dan

als iedere Xa compact is.
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Bewijs. '"slechts dan". Uit §k, stelling 1 en III, §3, stelling 1.
"dan". We passen stelling 5 toe. Als subbasis S kiezen we

{n;1(U) | U open in X, 0 ¢ A}.

Zij nu C een overdekking van H{Xa | o € A} met elementen van S. Stel
C heeft geen eindige deeloverdekking (*).

Neem een vaste index B e A. ‘
Beschouw CB = {U | U open in Xgs ﬂ;1(U) e C}.

Wegens (*) en de compactheid van X, is C_ geen overdekking van XB'

8 B

. C .

Kies g € XB \ v 8
Zij f: A »> U{Xa | o € A} gedefinieerd door f(a) = Q-

Dan is f e T{X | o € A} en £ ¢ uC (f ¢ CB voor iedere B € A!).'Dus

C is geen overdekking. Contradictie.

Voorbeeld 4, Het Cantordiscantinuum (&4, voorbeeld 2) en de fundamen-

taalbalk van Hilbert (84, voorbeeld 3) zijn compact.

Ga de volgende stelling zelf na.

Stelling 7. Het topologisch product H{Xa | o ¢ A} van een stelsel
topologische Hausdorff ruimten {Xa | o € A} is locaal compact dan en
slechts dan als iedere Xa locaal compact is en alle Xa op eindig veel

uitzonderingen na compact zijn.
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§6. Inbeddingen in hyperkubussen

Volgens de resultaten uit de paragrafen 4 en 5 is het topologisch pro-
duct van gesloten intervallen een compacte Hausdorffruimte. In deze
paragraaf onderzoeken we welke ruimten opgevat kunnen worden als deel-
ruimte van een hyperkubus (is "ingebed worden in een hyperkubus").
Hiermee onderzoeken we tevens welke puimten een,Hausd@rff‘compactifica—
tie hebben (vgl. III, §4). Tenslotte leiden we de Klassieke metriserings-

stelsel van Urysohn af.

Definitie 1. Een hyperkubus is een topologisch product van gesloten

intervallen.

Definitie 2. Een topologische TT—ruimte X heet volledig regulier in-
dien er bij iedere punt x ¢ X en iedere gesloten deelverzameling Gic X
met x ¢ G een continue regle functie f: X > R bestaat met f(x) = 0 en

£(ag) = 1.

Uit het lemma van Urysohn en het bewijs ervan (§1) vinden we de volgen-

de stelling.

Stelling 1. Een normale ruimte is volledig regulier. Een volledig re-

guliere ruimte is regulier.

Stelling 2. Een deelruimte van een volledig reguliere ruimte is volle-

dig regulier.

Bewijs. Zij X een volledog reguliere ruimte en Y ¢ X. Zij p € Y en G
een in Y gesloten verzameling met p é G. Omdat G gesloten is in Y, is
p ¢ G (afsluiting in X). Zij f een continue re&le functie op X met
f(p) =0 en f(G) = 1. Dan is f/Y een continue redle functie op Y met
{£/Y) (p) = 0 en (£/Y) (G) = 1.

De volledig reguliere ruimten zijn ingevoerd door Tychonoff (1930).

&

Het blijkt dat een topologische ruimte opgevat kan worden als een deel-
ruimte van een hyperkubus dan en slechts dan als hij volledig regulier
is gvolgende stelling).

Door Tychonoff zijn tevens voorbeelden geconstrueerd van volledig regu-
liere ruimten die niet normaal zijn en van reguliere ruimten die niet

volledigrregulier zijn. Op deze voorbeelden gaan we hier niet in.
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Stelling 3. Zij X een topologische ruimte. De volgende voorwaarden
I t/m III zijn equivalent.

I X is volledig regulier,
II X is homeomorf met een deelruimte van een hyperkubus,

IIT X heeft een Hausdorff compactificatie.

Bewijs. II » III. Een hyperkubus is een compacte Hausdorffruimte. Als
X homeomorf is met een deelruimte van een hyperkubus P, dan kunnen we
X identificeren met deze deelruimte. X (de afsluiting van X in P) is
dan compact als gesloten deelverzameling van de compacte hyperkubus P
en blijkbaar een compactificatie van X.
III » I. Een compacte Hausdorffruimte is normaal (III, §3, stelling 5),
en dus volledig regulier. Uit stelling 2 volgt dan dat X regulier is.
I > II. Zij X volledig regulier. Beschouw alle paren (p,U) met p ¢ U
en U open in X: {(p,U)a | o € A}. Bij ieder paar (p,U)a kiezen we een
continue re&le functie f : X~ [0,1] met f,(p) =0 en fa(X\U) = 1y
(Zo'n functie verkrijgt men door een continue re&le functie g: X -~ R
met g(p) = 0 en g(X\U) = 1, welke bestaat op grond van definitie 2,
samen te stellen met h: R >~ R gedefinieerd door h(x) = 0 voor x < O,
h(x) = x voor 0 < x < 1, &n h(x) = 1 voor x > 1.) Zij W, = f;1([0,1)).
Het is duidelijk dat p € Wu c U. Bovendien is Wa open wegens de conti-
nuiteit van fq.
Het stelsel {Wa I a € A} is een basis voor de open verzamelingen van X.
We bewijzen dit met het criterium uit II, §1, stelling 3.
Zij W een open verzemeling en q € W. Dan is (q,W) = (p,U)S voor zekere
B ¢ A, Dan is q ¢ WB c W.
Het voorgaande kunnen we als volgt samenvatten.

Is X een volledig reguliere ruimte, dan is er een basis

{Wa l o € A} voor de open verzamelingen van X en een
(*) stelsel continue reéle functies {fa | @ € A} met

-1 -
£,0 X > 0,1 en £, ([0,1)) = wa.

Met behulp van eigenschap (*} tonen we aan dat X homeomorf is met een
deelruimte van H{Ia | Iu = [0,1], o € A}. We zullen nu een afbeelding

f: X » H{Ia ] o € A} construeren. (Denk eraan: een element uit
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H{Ia | @ € A} is een functie h: A ~ U{Ia | o ¢ A} met h(B) € IB’ B e Ay)
Zij x € X; £(x)(a) = £ (x).

We zullen achtereenvoiééns aantonen dat f continu is, £ injectief is en

f: X > £(X) open is. Dan is f: X » £(X) een topologische afbeelding,
hetgeen bewezen moest worden.
De continuiteit van f volgt uit §4, stelling 2: LI f= fa en fa is

continu. Dat m, © f=1f,, volgt uit L f(x) =n (f(x)) = f(x)(a) =

o
fa(x) voor alle x € X.

f is injectief. Zij namelijk x # y. Dan is (x,X\{y}) = (p,U)j voor
zekere j € A, Dan is x € Wj eny ¢ Wj en dus fj(x) e [0,1) en fj(y) = 1.
In het bijzonder is fj(x) = fj(y). Dus £(x)(j) # £(y)(j) en f(x) = £(y).
Tenslotte tonen we aan dat f: X - £(X) open is.

In verband met I, §1, stelling 1 is het voldoende om aan te tonen dat
f(Wa) open is in f£(X) voor iedere o.

Nu is £(W,) = {£(x) | x e W }

{£(x) | x € X, fu(x) e [0,1)}

{£(x) | x e X, m,(£(x)) € [0,1)}

£(x) n 7' (L0,1)).

Dus f(Wa) is gelijk aan de doorsnede van de open verzameling
n;1([0,1)) en £(X). Dus £(W ) is open in £(X). Q.E.D.

We zullen nu enige gevolgen van stelling 3 afleiden.

Gevolg 1. Het topologisch product van een stelsel van volledig regu~-

liere ruimten is volledig regulier.

Bewijs. Uit de equivalentie van I en II. Een product van hyperkubussen

is een hyperkubus.
Gevolg 2. BEen lokaal compacte Hausdorffruimte is volledig regulier.
Bewijs. Uit de equivalentie van I en III, en III, §k4, stelling 1.

Gevolg 3. (Urysohn-Tychonoff) Een volledig reguliere ruimte X met af-

telbare basis is homeomorf met een deelruimte van de fundamentaslbalk

van Hilbert en dus metrizeerbaar.
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Bewijs. Omdat X volledig regulier is, is er een basis {Wa | o € A} en
een stelsel continue functies {fa | o« A} zodat aan (*) voldaan is.
(vewijs vorige stelling). Zij nu {Ui | 4 =1, 2, ...} een aftelbare
basis jgér de open verzamelingen van X. Als Ui < Uj en als er een ﬂu
is met Ui c Wu,c UJ.a dan noteren we deze Wa met Wij' In de andere ge-
vallen nemen we Wij = ¢, Dan is {Wij | i=1,2, vev3 5 =1,2, ...}
een aftelbare basis van X. We bewijzen dit met het croterium uit II,
§1, stelling 3.

Zij W een open verzameling en q € W. Dan is er een j zodat g € Uj W
want {Ui | i=1,2, ...} is een
basis. Dan is er een B met

qewW CUj,want{Wa|aeA}

8
is een basis,. Dan is er een 1
zodat q € Ui S Ui c WB’ want
{Ui | i =1,2, ...} is een

basis en X is regulier. Dan

is W, =W.. enqe W., W,
B 1 1J

Dug X heeft een aftelbare basis {Wij I 1=1,2, von3 J=1,2, .0.}

z6 dat voor iedere Wij # ( er een continue fij: X > [0,1] bestaat met

Wij = f;;([0,1)). Uit het bewijs van de vorige stelling volgt dan dat

X homeomorf is met het aftelbare topologisch product van gesloten in-

tervallen. Pas nu §4, voorbeeld 3 toe.






